Interpolacia

INTERPOLACIA

Polyném P, (x) je interpolaénym polynémom mnoziny bodov [x;, yi] , i =1, 2, ...,k prave

k.

vtedy, ak pre jeho hodnoty v uzloch interpolacie plati P, (x;)= y;,i= 1,2,.

(XX

Stupet n interpolaéného polynému P, (x) je mensi nanajvys rovny k- 1.

Priklad ¢. 1:
Na zaklade definicie najdite interpolacny polynom, ktorého graf prechadza bodmi

i 1 2 3

x| -11] 0 2
Vi 2 1 5

Riesenie:
Mame dané tri body, stupei interpola¢ného polynému bude najviac n = 2 . Polyném bude

mat’ tvar P,(x) =a ¥ +bx+c Vo vsetkych troch bodoch musi platit’ P, (x;) = y;:

i=1: a.(-1?+b(-1)+ ¢ =2
i=2: a.0 +b.0+ c=1
i=3: a.4 +b.2+ c=5

Solve[{a-b+c==2,c==1,4a+2b+c==5},{a,b,c}]

RieSenim systému rovnic je (a, b,c)=(1,0, 1). Interpolacny polyném je P> (x) = P +1.

Newtonov interpola¢ny polyném

n+l

Dan4 je mnozina bodov {[x,, f(x,)]}

i=1 "

No(X)= ag+a,(x=x)+a,(x—x)(x=x) +.cooo.+a,(x—x)(x—X,).....(x—X,) .

S(x) = f(x) A (x,) = Af (x))
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a; = Alf(xl) =

Af(x)= A (A" f(x)) je diferencia i-teho radu funkcie /v &isle x.

Stupen polynéomu je n, pocet bodov je n+1.
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Priklad ¢&. 2:
Cez mnozinu bodov {[-0,1; 4,5], [0; 4], [0,5; 7,2], [1,2; 10,4]} prelozte Newtonov

interpola¢ny polynom.

Riesenie:
Zostavime tabulku diferencii:.
i X yi=f(x) Af(x) Nfx) A ()

1 -0,1 45

2 0 4

3 0,5 7,2

4,57143

4 1,2 10,4

Dosadime do vzorca pre N, (x). Mnozina obsahuje 4 body. Polynom bude stupna 3.
N3(x)= ay,+a,(x—x,)+a,(x—x)(x—x,) +a;(x—x)(x —x,)(x = x3)
= 4,5+ (-5)(x+0,1) +19(x + 0,1) x —15,7875(x + 0,1) x (x — 0,5)
a upravime

N3 (x) = 4-2,31062x +25,315x> —15,7875x°.

Mathematica ma na najdenie interpola¢ného polynéomu k dispozicii prikaz:

InterpolatingPolynomial[M,x]//Expand

Vysledny interpolaény polyném nezavisi od metody, ktorou ho najdeme. Je jednoznaéne

uréeny bodmi, ktorymi prechadza jeho graf.

Priklad ¢. 3:
Najdite Newtonov interpolacny polyném 3. stupnia tak, aby ste ¢o najpresnejsie urcili hodnotu
funkcie danej tabul’kou pre X = 4,3.

X 1,5 2,5 3.5 4,5 55 165(7,5]85(9,5(10,5(11,5]12,5
f(x)| 0 23 | 42 | 2,7 | 3,2 |3,7|3,0(43(45|47(39]4,1

Riesenie:
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Aby sme ¢o najpresnejsie urcili hodnotu f{4,3) pomocou polyndému 3. stupiia, vyberieme 4
body z blizkeho okolia bodu x = 4,3.
2,5 35 4,5 |55
2,3 4,2 2,7 132

Pouzijeme softvér Mathematica

M={{2.5,2.3}.{3.5,4.2},{4.5,2.7}.{5.5,3.2}}
{{2-5,2.3}.{3.5,4.2}.,{4.5,2.7},{5-5,3.2}}
P3[x_J=InterpolatingPolynomial [M,x]//Expand
52.7625+ 44.275x - 11.15x%% + 0.9x°

P3[4.3]
3.0128
Nakreslime grafy:

GM=ListPlot[M,PlotStyle-PointSize[0.03]]
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-Graphics-
GB=ListPlot[{{4.3,P3[4.3]1}}.PlotStyle-»{RGBColor[1, 0O, 0],

PointSize[0.03]}]
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-Graphics-

GP=Plot[P3[x].,{x,2-5,5.5}]
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-Graphics-
Show[GM,GB,GP]
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-Graphics-

Poznamka: V spolocnom obrdzku porovnajte graf P3(x), xe<l1,5; 12,5> s grafom, ktory
obsahuje vsetky datové body. Vytvorte interpolacny polynom nad vsetkymi datovymi bodmi.

Interpoldcie porovnajte.

Priklad ¢. 4:

Vytvorte mnozinu bodov {[x, ']} pre x € <0;3> s krokom 0,5. Tymito bodmi prelozte
interpolacny polynéom. N4jdite chybu interpolacie v Cisle x =2.3 .
Graf funkcie €' a interpolaéného polyndmu nakreslite na intervale <—3;6> . Porovnajte

situaciu v interpola¢nom intervale a mimo neho.
Riesenie:

Mnozina bodov :
M=Table[{x,Exp[x]},{x,0,3,0.5}] = {{0, 1}, {0.5, 1.64872}, {1., 2.71828},
{1.5, 4.48169}, {2., 7.38906}, {2.5, 12.1825}, {3., 20.0855}}
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Interpola¢ny polyndm:

P[x_]=InterpolatingPolynomial[M,x]//Expand =
1+ 0.991168 x + 0.542326 x* + 0.0915477 x> + 0.105665 x* - 0.0190508 x° +
0.00662516 x°

Chyba interpolacie v Cisle 2.3:
Delta = |Exp[2.3] - P[2.3] | = 0.00018713

Graf interpolaéného polynomu (modry):
GP=Plot[P[x],{x,-3,6},PlotRange->All,PlotStyle->RGBColor[0,0,1]]

400
300
200
100
-z 2 4 6
Graf funkcie (Cerveny):

GF=Plot[Exp[x],{x,-3,6},PlotRange->All,PlotStyle->RGBColor[1,0,0]]
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Obidva grafy v jednom obrazku (zvacsené):

Show[GP,GF]
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Vsimnite si, ze mimo intervalu <0,3> sa grafy od seba vzd'aluju.




