Aproximacia metédou najmensich $tvorcov (MNS)

Polyném P, (X) je aproxima¢nym polynémom mnoziny bodov [X;, Yi] , i= 1,2, ...,k v zmysle

MNS prave vtedy, ak hodnota

M=

S= ‘ (Pn(xi)7Yi)2

je minimalna. Stupeii n polynému Py, (X) je mensi ako pocet bodov k.

Absolutna chyba aproximécie v ¢isle X; je A; = \yi - Pn(xi)\ . Celkovt chybu aproximécie

k
s=,/%Z(Pn(xi)—yi)2 .

Priklad & 1: RUCNE POCITANIE

vypocitame zo vztahu

Dané st tri body grafu funkcie y = f (x)

I 1 2 3
Xi 2 3 4
yi="f(x) -1,1 0,1 3,2

Najdite polyném prvého stupiia, ktory najlepsie aproximuje funkciu f (X) , vypoditajte

absolutnu chybu aproximacie v ¢isle x =3 a celkovtl chybu aproximacie.

Riesenie:
Polyndm budeme hl'adat’ podl'a definicie.Bude mat’ tvar P; (X) =a x + b . Sucet §tvorcov
odchyliek jeho hodndt od hodnét funkcie v tabul’ke, bude
S@bh)=(a.2+b-—(L1))*+(a.3+b-0,1Y+(a.4+b-32),
¢o je funkcia dvoch premennych a, b. Tato nadobudne minimalnu hodnotu v bode, kde sa jej
parcialne derivacie rovnaji nule.

2—5:2(2a+b—3,2).2+2(3a+b—0,1).3+2(4a+b—3,2).4:0
a

%=2(2a+b+1,1)+2(3a+b—0,1)+2(4a+b—3,2)=0

Z toho pravou dostaneme systém normalnych rovnic

21,8+58a+18b=0
-44+18a+6b=0
Jeho rieSenim st ¢isla a=2,15 ab=-5,71667 . Hl'adany polynom bude
P (X)=2,15x-5,716 67.

Vysledok graficky znazornime.
Najprv zadané body:

G1=ListPlot[{{2,-1},{3,0.1},{4,3.2}},PlotStyle->PointSize[0.05]]
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Potom priamku, ktora je grafom najdeného aproximaéného polyndému:

G2=Plot[2.15x-5.716,{x,1,5}]

A nakoniec obidva obrazky spojime do jedného:

Show[G1,G2]




Graf aproximacného polynoému ( na rozdiel od interpola¢ného polynému ) neprechadza
zadanymi bodmi. Len v pripade, ked” pocet k bodov s r6znymi x-ovymi suradnicami je
o0 jednu viacsi ako stupeti polynému n, t.j. k-1 = n, vtedy aproximaény polyndm je totozny
s interpolaénym (interpolacia je $pecialnym pripadom aproximacie).

Teraz vypocitame chyby:
Absolutna chyba v ¢isle x=3 bude [f(3)—P;(3)|=0,1-(2,15.3-5,716)|=0,634 .

Celkovéa chyba aproximacie &= \/% (0,316> +0,634> +0,316°) =0,4478 .

Priklad ¢. 2: POCITANIE POMOCOU MATHEMATICA
Na4jdite rovnicu paraboly, ktora najlepsie aproximuje mnozinu bodov M ,
M = { [0; 40], [10;37,4], [20; 30,1], [30; 17,4] } .
Vypocitajte absolutne chyby aproximacie v jednotlivych bodoch a celkovu chybu

aproximacie.

RieSenie:

Pri rieSeni vyuZijeme programovy softvér Mathematica. Vlozime zadané data.
Clear[S, P, X, Y]

X = {0, 10, 20, 30}

Y= {40, 37.4, 30.1, 17.4}

n= Length[X]

{0, 10, 20, 30}

{40, 37.4, 30.1, 17.4}

4

Polyném budeme hl'adat’ podl'a definicie.Bude mat’ tvar P, (x) = a x* + b x + c. Sticet
Stvorcov odchyliek jeho hodnét od hodnot funkcie v tabul’ke, bude

s
S(abc)= Y (ax; +bx +c—y)* ,

S[a ,b ,c 1=Sun[(@*X[[1]172+bxX[[i]]+C-Y[[1]])"2, {i, 1, n}] // Expand
4207.53 - 62880. a + 980000 a° - 2996. b + 72000 ab+ 1400 b? - 249_8 ¢ + 2800ac + 120bc+ 4c?

alebo

Sla_, b_, c_] = Apply[Plus, (a*X"2 +b%X+cCc-Y)~"2] // Expand

4207.53- 62880. a + 980000 a2 - 2996. b + 72000 ab + 1400 b? - 249.8c + 2800ac + 120bc+ 4c2

¢o je funkcia troch premennych a, b, ¢. Tato nadobudne minimalnu hodnotu v bode, kde sa
jej parcialne derivacie rovnaju nule.

rl=D[S[a, b, c], a] == 0// BExpand
-62880. + 1960000 a + 72000 b + 2800 c == 0
r2=D[S[a, b, c], b] == 0// BExpand
-2996. + 72000a+2800b + 120c -- O
r3=D[S[a, b, c], c] == 0// Bxand
-249.8 +2800a+120b+8c =0

Riesime systém normalnych rovnic — systém troch linedrnych rovnic o troch nezndmych:

Z—S =1960000a + 72000b + 2800c — 62880 = 0
a

% =72000a+2800b +120c—-2996 =0

Z—S =2800a+120b+8c-249,8=0
C

Riesenim st koeficienty a, b, c:
R=Solve[{rl, r2, r3}, {a, b, c}]
{{a-» -0.02525, b - 0.0065, c- 39.965} }

Aproximaény polyném ma tvar P, (X) = — 0,02525 X%+ 0,0065 X + 39,965 . Hl'adana rovnica
paraboly bude y=-0,02525 X% +0,0065 X + 39,965 .

Tento vysledok mézeme dostat’ priamo pomocou prikazu Fit, ktory ma tvar
Fit [ mnozina bodov, mnoZzina aproximacnych funkcii, premenna] .

PIx_]=Fit [ M, {1,x,x"2}, x ] = 39.965 + 0.0065 X - 0.02525 X?

Mnozinu bodov M vytvorime pomocou prikazu Table:

M=Table[{X[[ill. Y[[il]}.{i,1.n}]
Vysledok graficky znazornime.

Zobrazime graf bodov:




body=ListPlot[M,PlotStyle->PointSize[0.03],PlotRange->{0,50}]
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graf polynomu:
graf=Plot[P[x],{x,-5,35},PlotRange->{0,50}]
50

4]
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a obidva grafy spojime do spolo¢ného grafu:
Show[body,graf]
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Vidime, Ze body takmer lezia na parabole. Vypocitame hodnoty aproximacného polynéomu

v jednotlivych bodoch.
P[O] = 39.460 P[10] = 37.505
P[20] = 29.995 P[30] = 17.435

Z toho absolutne chyby aproximacie

lys - P, (x)) |= 140 —39,9651=10,035 , V2 -Ps (%) =137,4-37,5051=0,105,
lys - P2 (x3) |= 30,1 -29.9951=0,105,  y4-P,(xs)= [17,4-17,435]1=10,035 .

Vsetky st r6zne od nuly. Polyném P(x) danymi bodmi neprechadza.

o 1
Celkova chyba aproximacie &= \/Z (0,035% +0,105% +0,105% +0,035%) =0,0782624 .

Priklad ¢&. 3:

Aproximacia funkciou f(x)=c.e™”

Mnozinu bodov

i 1 2 3
Xi 0,5 1 1,5
Vi 2,800 2,610 2,437

aproximujte funkciou y=f(x)=c.e*

RieSenie:
Ked’ze ide o aproximaciu exponencidlnou funkciou, budeme ulohu najprv linearizovat’.
Potom aproximujeme transformovani mnozinu bodov priamkou a urobime spétna

transformaciu.

a) Transformacia za i¢elom linearizacie:
y=c.e™ Transformécia: Y=lIny
Iny=Inc+Ax B=Inc
b) Aproximacia:
Na aproximaciu pouzijeme transformovanti mnozinu bodov

Mtrans:

1

2

3

Xj

0,5

1

1,5

In y;

1,02962

0,95935

0,890768

a vyuzijeme prikaz softvéru Mathematica Fit:
Néjdeme polynom P (x):
P1[x_]=Fit[{{0.5,1.02962}, {1,0.95935}, {1.5,0.890768}}, {1,x}, X]
= 1.09876 - 0.138852 x

¢) Spitna transformacia:




Hrladana funkcia
1.09876 - 0.138852 x

fix_J=E"P1[X] = E
tize f (X) =e 1,09876 —0,138852 x _ 3.00044 e—0,138852 X

Priklad ¢&. 4:

Aproximacia funkciou f(x)=Alnx+B

Mnozinu bodov M

Xi 0,5 2,4 43 6,2 8,1 10

yi | -0,688147 | 0,899469 1,50162 1,88655 2,17286 2,40259

aproximujte funkciou f(x) = A In x + B. Vypoéitajte celkovu chybu aproximacie.
a) Transformacia za icelom linearizacie:
fx)=Alnx+B Transformécia: X=1nx
Y=AX+B Y=y

b) aproximacia:
Na aproximaciu pouzijeme transformovantit mnozinu bodov

Mtrans:

In x; In 0,5 In24 In4,3 In 6,2 In 8,1 In 10

yi | -0,688147 | 0,899469 1,50162 1,88655 2,17286 2,40259

a vyuzijeme prikaz softvéru Mathematica Fit:
Néajdeme polyném P (x):
P1[x_]= Fit [Mtrans,{1,x},x]
= 0.0136531 +1.02965 x

¢) Spitna transformacia:
Hladana funkcia ma tvar f(x)=AInx + B. A=1.02965, B=0.0136531
flx_]=A*Log[x]+B = 0.0136531 +1.02965 Log[x]

¢ize f(x)=1,02965 Inx +0,0136531

Graf bodov a funkcie f (x):

2 4 6 8 10
-0.5

Celkova chyba aproximacie:

&= \/%Zk:(f(xi)f y,) = \/éi(f(xi)f y,) :\/éo.000966638 =0.0126928

Priklad ¢&. 5:

Aproximacia funkciou f(x) =

1

(Ax+B)*
Mnozinu bodov M
Xi 2,3 2,35 2,5 2,6 2,7 2,8
Vi 100 25 4 2,04 1,24 0,83
aproximujte funkciou f(x) :ﬁ . Vypocitajte absolitnu chybu aproximacie pre X = 2,5.
X+

Vypoditajte celkovii chybu aproximacie.

a) Transformacia za ucelom linearizacie:

y:ﬁ Transformacia: X=X
X+
1 1
= Y=y?
‘/7 Ax+B Y
1
y 2 =Ax+B
Y=AX+B

b) aproximaicia:

Na aproximaciu pouzijeme transformovani mnozinu bodov




Mtrans:
Xi 2,3 2,35 2,5 2,6 2,7 2,8
yif 0,1 0,2 0,5 0,70014 0,898027 1,09764

a vyuzijeme prikaz softvéru Mathematica Fit:
Najdeme polynom P (x):
P1[x_]= Fit [Mtrans,{1,x},X]
= -4.48861+1.99525 x

¢) Spitna transformacia:

1 1
(Ax+B)*  (R(x)’
1
(1,99525% + 4,48861)°

Hladana funkcia ma tvar f(x) =

fix ]=PI[x]"-2 =

1

f(x) = 5
(1,99525x + 4,48861)

Graf bodov a funkcie f (x):
100¢
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Absolitna chyba aproximacie pre X = 2,5:

lys - f(xs) | = 14 — 4.00802| = 0.0080178

Celkova chyba aproximacie:

g:\/%zk:(f(xi)—yi)2 - \/éi(f(xi)—yi)z :\/éo.soma =0.366088

Priklad ¢. 6 :

Vytvorte mnozinu bodov [X, In X] pre ¢isla x € <0,5;8,5> s krokom h =1 . Touto mnoZinou

bodov prelozte

a) interpolacny polyném P(x),

b) aproximacny polyném prvého stupna Q1(x),

¢) aproximaény polynom druhého stupna Q2(x),

d) aproximacny polynom tretieho stupna Q3(x).

Nakreslite mnozinu bodov a grafy jednotlivych polynémov. Spojte do jedného obrazku vzdy

graf sbodmi a vypocitajte prislusni celkovii chybu aproximacie. Porovnajte presnost’

aproxima¢nych polynémov.

RieSenie:

Mnozina bodov

A=Table[{x,Log[x]}{x,0.5,8.5,1}]

= {{0.5, -0.693147}, {1.5, 0.405465}, {2.5, 0.916291}, {3.5, 1.25276},
{4.5, 1.50408}, {5.5, 1.70475}, {6.5, 1.8718}, {7.5, 2.0149}, {8.5, 2.14007}}
Body=ListPlot[A,PlotStyle->PointSize[0.04]]

z

ahnds)

Interpolacny polyn6m

P[x_]=InterpolatingPolynomial[A,x]//Expand
= 1.87874 +3.12861 x - 1.84096 x> + 0.74114 x> - 0.19302 x* + 0.0320668 x° -
0.00327591 x® +0.000187261 x” -4.57902 10 x®

Interpol=Plot[P[x],{x,0,9}]

Show[Body,Interpol]
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-0.5 .
Aproximacia polynémom prvého stupia Chyba aproximacie

Q1[x_]=Fit[A,{1,x}.X] Sart[Sum[(Q2[A[[i, 11NI-A[l1,2])"2.{i,1,Length[A]}//Length[A]]
= -0.154094 + 0.308736 x — 0.14039

Priamka=Plot[Q1[x],{x,0,9}] £, =0.14039

Show[Body,Priamka]
Aproximacia polynémom tretieho stupia

- Q3[x_]=Fit]A{1,x,x"2,x"3},X]
L. = -1.19986 + 1.23978 x - 0.18426 x* + 0.0100248 x°
. ; Kubicka=Plot[Q3][x],{x,0,9}]
Show[Body,Kubicka]
2 4 ] g
-0.5 -
Chyba aproximacie ) 2
SqrtSum{(QLATi LITI-Ali, 211)*2.{i,1,Length[Al}/Length[A]] ol
= 0.318793 ; " : .
-0.5
£ =0.318793 _ll//
Aproximacia polynémom druhého stupiia Chyba aproximacie
T ATE STNAD £
02 JFIA fLxx 2] Sar[Sum((QS[AI11I1-A[lL211)2.{i. L Length[AT}/Length{A]
= -0.818673 + 0.749071 x - 0.0489261 x* = 00615703
£, =0.0615703
Parabola=Plot[Q2[x],{x,0,9}]
Porovnanie:
Show[Body,Parabola] Absolutna chyba aproximacie je pre polyndm treticho stuptia najmensia. Na

aproximovanie funkcie danej bodmi [X, In X] pre ¢isla x € <O,5;8,5>s krokom h =1 je

z vypocitanyach aproximaénych polynémov njvhodne;jsi.




Priklad €. 7:

SAMOSTATNA PRACA

Mnozinu bodov M aproximujte pomocou linearizacie. Vol'te vhodné funkcie f(x).
Na zaklade grafov acelkovej chyby aproximacie vyberte
najvhodnejsiu aproximacnu funkciu.

Aproximacie porovnajte.

M:

Xi

228

2,56

2,84

32

34

25

0,29

0,58

2,78

25




