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Náhodné udalosti a operácie s nimi

V prírodných vedách sa stretávame s pokusmi, ktorých výsledok je, pri splnení určitého komplexu podmienok, jednoznačný. Napr. voda zahriata na 
[image: image1.wmf]C
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 pri atmosferickom tlaku začne vrieť. V inžinierskej praxi sa však stretávame s experimentami, ktorých výsledok je ovplyvňovaný množstvom činiteľov, z ktorých poznáme len niektoré. Napr. keď vyberáme na kontrolu výrobok zo skupiny, ktorá obsahuje dobré i zlé výrobky, nevieme dopredu určiť, či vyberieme dobrý alebo zlý výrobok. Výsledok tohto experimentu závisí totiž nielen od pomeru dobrých a zlých výrobkov v skupine, ale aj od náhody. 

Náhodný pokus

Náhodný pokus je pokus, ktorého výsledok nie je jednoznačne určený podmienkami, pri ktorých prebieha a ktorý možno (aspoň v zásade, teoreticky) neobmedzene veľakrát zopakovať za tých istých stálych podmienok , alebo ktorý možno pozorovať na hromadne sa vyskytujúcich rovnocenných objektoch ( obyvateľstvo, rovnaké výrobky atď.). Nazývame ich aj hromadné náhodné pokusy.

Náhodná udalosť

Náhodná udalosť je výsledok náhodného pokusu. Tento výsledok teda závisí nielen od komplexu stálych podmienok pokusu ale aj od náhody.

Teória pravdepodobnosti sa zaoberá len s takými náhodnými udalosťami, ktoré sa vyskytujú s určitou pravidelnosťou. 

Náhodné udalosti budeme označovať veľkými písmenami 
[image: image2.wmf]C
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..., a budeme s nimi vykonávať operácie ako s množinami.

Podudalosť

Náhodná udalosť A je podudalosťou (špeciálnym prípadom) udalosti B vtedy, keď platí, že ak nastane udalosť A, tak nastane aj udalosť B a zapisujeme : A ( B.

Totožnosť (ekvivalencia) dvoch náhodných udalostí

Dve náhodné udalosti A a B sú totožné (ekvivalentné) 
[image: image3.wmf]B
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 práve vtedy, keď platí 
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Istá udalosť

Udalosť, ktorá po realizácii pokusu vždy nastane, je istá udalosť. Označujeme ju 

. 

Nemožná udalosť

Udalosť, ktorá po vykonaní pokusu nikdy nemôže nastať, sa nazýva nemožná udalosť. 

Označujeme ju 

.

Zjednotenie  udalostí

Zjednotením (súčtom) udalostí 
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 budeme nazývať udalosť A, ktorá nastane práve vtedy, keď nastane aspoň jedna z udalostí 
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. Označujeme ju 
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Prienik udalostí

Prienikom (súčinom) udalostí 
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 budeme nazývať udalosť A, ktorá nastane práve vtedy, keď nastanú súčasne všetky udalosti 
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  a označovať 
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Rozdiel udalostí

Rozdiel udalosti A a B je udalosť 
[image: image11.wmf]B
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, ktorá nastane práve vtedy, keď udalosť
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 nastane a súčasne udalosť B nenastane.

Doplnok udalosti

Doplnok (opačná udalosť) udalosti 
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 je udalosť 
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Vzájomne sa vylučujúce (dizjunktné) udalosti

Udalosti A a B sú vzájomne sa vylučujúce práve vtedy, keď platí 
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Rozklad udalosti na vzájomne sa vylučujúce udalosti

Nech 
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 sú vzájomne sa vylučujúce udalosti, t. j. 
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. Potom udalosti 
[image: image21.wmf]n

A

A

A

 

...,

 

,

 

,

2

1

 tvoria rozklad udalosti A na vzájomne sa vylučujúce udalosti.

Úplný systém vzájomne sa vylučujúcich udalostí

Udalosti 
[image: image22.wmf]n
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 tvoria úplný systém vzájomne sa vylučujúcich udalostí práve vtedy, keď platí: Ω
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Úplný systém udalostí

Úplný systém udalostí S sa skladá z úplného systému vzájomne sa vylučujúcich udalostí, zo zjednotení všetkých ich dvojíc, trojíc, … až n-tic a všetkých ich doplnkov.

Elementárna udalosť

Elementárna udalosť 
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je jeden z možných výsledkov jednej realizácie hromadného náhodného pokusu. Je to najjednoduchšia udalosť, ktorá sa už nedá ďalej vyjadriť ako zjednotenie iných navzájom dizjunktných udalostí. Ak celkový počet týchto výsledkov je n, potom  pre elementárne udalosti platí 
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Poznámka. V úplnom systéme udalostí  S, udalosti 
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 predstavujú elementárne udalosti.

Pojem pravdepodobnosti

Stupeň objektívnej možnosti nastatia náhodnej udalosti, charakterizovaný číslom, nazývame pravdepodobnosť udalosti. Ak chceme kvantitatívne posúdiť možnosť nastatia určitej udalosti A, súvisiacej s daným pokusom, môžeme ho napríklad realizovať n-krát a určíme , koľkokrát sledovaná udalosť nastala v danej sérii pokusov. 

Relatívna početnosť

Relatívnu početnosť 
[image: image29.wmf](

)

A

h

n

 náhodnej udalosti A definujeme ako podiel
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  je počet tých realizácií pokusu, pri ktorých nastala udalosť A.
Pre relatívnu početnosť platí:

· 0 
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 je postupnosť navzájom dizjunktných udalostí a udalosť A je ich zjednotením.

Pomocou relatívnych početností možno porovnať, ktorá udalosť v danej sérii pokusov nastala častejšie a ktorá zriedkavejšie. Udalosť s väčšou relatívnou početnosťou nastala častejšie, ako udalosť s menšou relatívnou početnosťou. Ak sa urobí viac sérii toho istého pokusu, možno sa presvedčiť, že relatívna početnosť vykazuje štatistickú stabilitu, t.j. s rastúcim počtom pokusov relatívna početnosť kolíše stále v užších medziach okolo určitej pevnej hodnoty. Táto zákonitosť sa využíva pri definícii pravdepodobnosti.
Klasická definícia pravdepodobnosti (Laplace)

Majme úplný systém udalostí s konečným počtom elementárnych udalostí 
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, ktoré majú rovnakú možnosť nastatia, potom pre pravdepodobnosť udalosti 
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kde

n je počet všetkých elementárnych udalostí;

k je počet tých elementárnych. udalostí, ktoré tvoria udalosť B.

Prednosťou klasickej definície pravdepodobnosti je, že vychádza len z objektívnych, reálnych vlastností udalosti, bez realizácie pokusu. Jej nedostatkom však je, že nedáva návod, ako určiť pravdepodobnosť udalosti, ak je porušený predpoklad rovnakej možnosti a týka sa iba pokusov s konečným počtom elementárnych udalostí.

Nedostatky klasickej definície pravdepodobnosti dali podnet k zavedeniu ďalších definícií pravdepodobností:

Štatistická definícia pravdepodobnosti (R. von Mises)

Nech 
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 je relatívna početnosť sledovanej udalosti A , pri  n- násobnej nezávislej realizácii daného pokusu.  Zo skutočnosi, že v sérii pokusov, v ktorej sa počet realizácií n jednotlivých pokusov stále zväčšuje, relatívne početnosti vykazujú štatistickú stabilitu vychádzal Mises, keď usúdil, že číslo, ku ktorému sa tieto relatívne  početnosti približujú pre 
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 , je hľadaná pravdepodobnosť udalosti A.

V praxi môžeme získať len odhadovanú hodnotu tejto pravdepodobnosti P(A):
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Tento podiel odhadujeme podľa skutočne vykonaných pokusov.

Uvedené dve definície nie sú však dostatočne všeobecné a exaktné. Kolmogorov vybudoval axiomatickú teóriu, ktorá je univerzálnejšia. Predpokladal, že "pravdepodobnosť je objektívna vlastnosť náhodnej udalosti".

Axiomatická definícia pravdepodobnosti (Kolmogorov)

Nech náhodná udalosť 
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, potom pravdepodobnosť tejto udalosti A je definovaná ako číslo pre ktoré platia tieto tri axiomy
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, ak A1, A2, … sú navzájom dizjunktné.

A3:  P(Ω) = 1.

Z uvedených axióm možno odvodiť nasledujúce vlastnosti pravdepodobnosti:

1. Ak 
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2. Ak A = B, tak P(A) = P(B)

3. 
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4. P(Ø) = 0, neplatí opačne, t. j. ak P(A) = 0, z toho nevyplýva, že A = Ø

5. 
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Podmienená pravdepodobnosť

Hodnota pravdepodobnosti P(A) náhodnej udalosti A závisí od podmienok, pri ktorých prebieha daný pokus. Za stálych podmienok je táto pravdepodobnosť konštantná. Ak sa zmenia podmienky pokusu, pri ktorom nastáva udalosť A, môže sa zmeniť aj jej pravdepodobnosť. Zaujíma nás pravdepodobnosť udalosti A, keď sa zmenia podmienky pokusu v tom zmysle, že nastane udalosť B.

Pravdepodobnosť udalosti A podmienená udalosťou B
Ak A(B je udalosť podmienená udalosťou B, tak pravdepodobnosť tejto udalosti P(A(B) sa nazýva podmienená pravdepodobnosť a definuje sa vzťahom:

P(A(B) = 
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Vlastnosti podmienených pravdepodobností

Podmienené pravdepodobnosti majú rovnaké vlastnosti ako nepodmienené pravdepodobnosti :

1. 
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Pravdepodobnosť prieniku náhodných udalostí

Priamo z definície podmienenej pravdepodobnosti vyplýva pre pravdepodobnosť prieniku dvoch udalostí vzťah

P(A
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Tento vzorec možno metódou úplnej indukcie zovšeobecniť na prienik ľubovoľného počtu n udalostí.
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Nezávislosť náhodných udalostí

Nezávislosť dvoch udalostí

Náhodné udalosti A a B sa nazývajú nezávislé, ak platí
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Ak je 
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, pre nezávislé udalosti A a B vyplýva z rovnice (1.2) vzťah
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a podobne pri 
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Vzájomná (totálna) nezávislosť udalostí

Udalosti 
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 sú vzájomne (totálne) nezávislé, ak pre ľubovoľnú množinu indexov 
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Táto vlastnosť sa prenáša aj na doplnkové udalosti.

Poznámka. Zo vzájomnej nezávislosti vyplýva nezávislosť dvojíc. Opačné tvrdenie však neplatí.

Pravdepodobnosti zložitých udalostí

Pri výpočte pravdepodobností zložitejších udalostí je často užitočné nasledujúce pravidlo označované niekedy ako veta o úplnej pravdepodobnosti“.

Veta o úplnej pravdepodobnosti

Nech 
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 tvorí úplný systém vzájomne sa vylučujúcich udalostí, teda ich pravdepodobnosti spĺňajú podmienky
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Nech B je ľubovoľná udalosť, pre ktorú podmienené pravdepodobnosti 
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Bayesova veta

Ak udalosti 
[image: image82.wmf]i
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spĺňajú všetky predpoklady vety o úplnej pravdepodobnosti 

a B, C sú ľubovoľné udalosti, potom pre výpočet pravdepodobnosti udalosti 
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a pravdepodobnosť udalosti C podmienenej udalosťou B sa rovná
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Poznámka. Bayesova veta sa nazýva aj veta o pravdepodobnosti hypotéz alebo veta o inverznej pravdepodobnosti. Je dôsledkom základných vlastností podmienenej pravdepodobnosti. Náhodné udalosti 
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) v uvedených vzťahoch sa nazývajú hypotézami. Vzťah (1.18) sa nazýva prvý Bayesov vzorec a vzťah (1.19) druhý Bayesov vzorec. Ak v (1.19) položíme 
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, dostaneme vzťah (1.18), z čoho vyplýva, že prvý Bayesov vzorec je špeciálnym prípadom druhého Bayesovho vzorca.
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