NIEKOLKO MYSLIENOK O POUZITI PAS
PRI VYUCBE
DIFERENCIALNEHO POCTU FUNKCII VIAC PREMENNYCH

1. Uvod

V priebehu ostatnych 20 rokov sme v Spanielsku pri vyuébe matematiky v inZinier-
skom stadiu zaznamenali nastup pocitacovych algebraickych systémov (PAS). Vo vse-
obecnosti, zial’, tento jav nebol sprevadzany nutnymi zmenami vo vyucovacich metodach,
ktoré by optimalizovali ich uZzitok. Je bezné, Ze ucitelia vac¢sinou ku tradicnym vyucova-
cim postupom iba priddvaju relevantné inStrukcie pre pracu na pocitaci a riesia to isté, na
¢o staci pero a papier. Tento postup vedie k pretazeniu, k mechanickému pouzivaniu PAS,
nie vSak ku skutocnému vyucovaniu matematiky. Zmysel PAS (t.j. ponuknut’ matematic-
ky nastroj pre pracu a vyu€ovanie) je nahradeny situdciou, kedy sa Studenti stavaju odbor-
nikmi v PAS bez toho, ze by rozumeli matematickym problémom, ktorymi sa zapodieva-
ju.

Na druhej strane pouzitie PAS vo vyucbe zakladného diferencidlneho poctu najdeme
ovel’a CastejSie ako vo vyucbe diferencidlneho poctu viac premennych. Zamerom tejto kapi-
toly je demonstrovat’ ovela integrovanej$i harmonickejsi spdsob pouzitia PAS (Maple, Mathema-
tica a i.) v kazdodennej ucitel'skej praxi na vysokych Skolach. N&s zaujem zazime na ukazanie
moznosti pouzitia PAS prave pri vyucbe diferencidlneho poctu funkcie viac premennych. Navrh

je vysledkom nasej prace v pozicii uCitel'ov matematiky na technickych fakultach réznych Spaniel-

skych univerzit, kde sa pouziva Mathematica alebo Maple.

2. Vychodiska

Na technickych vysokych Skolach sa diferencidlny pocet funkcie viac premennych zvy-
¢ajne uci po absolvovani jednosemestralneho kurzu zakladov matematickej analyzy, dife-
rencialneho poctu funkcie jednej premennej. Beznymi témami v tomto predmete su: za-
kladné pojmy v R* a R? | limity, smerové a parcidlne derivacie, homogénne funkcie, deri-
vacia zlozenej funkcie, derivacia implicitnej funkcie, inverzna funkcia, Taylorov vzorec,
maximum a minimum, Lagrangeov multiplikétor.

Na predmet byva vyc€lenenych cca 30 hodin priamej vyucby (prednasky a cvicenia)

a predpoklada sa, ze priblizne taky isty ¢as sa bude Student venovat’ samostatnej priprave.



Ocakavanym ciel'om je, ze Student bude primerane ovladat’ jednotlivé témy a dosiahne
zakladna zru¢nost’ v manualnom pocitani, aby mohol pokracovat’ v §tdiu nadvizujucich
matematickych alebo inzinierskych predmetov. Okrem toho bude ovladat’, kde a ako pou-
zit' PAS pri rieSeni matematického problému.

Napokon treba zdoraznit’, ze Studenti ovladaji zaklady prace s PAS, v ktorom budia
pracovat’ (Mathematica alebo Maple, zaleZi na univerzite).
Vzhl'adom na evidentny nedostatok ¢asu a vysSie zmienené ciele, je zrejmé, Ze tato si-

tudcia si vyzaduje novy metodologicky pristup.

3. Vyucébovy material

V ramci metodologického navrhu sme pripravili pre Standardny kurz diferencidlneho
poctu funkcie viac premennych nové vyucbové materidly. Materidl konkrétne pozostava
z cvicebnice, ktord systematicky obsahuje teoretické principy, rieSené a nerieSené prikla-
dy (pozri Garcia, A., Lopez, A., Romero, S., Rodriguez, G., de la Villa, A., 2002) spolu
s CD, na ktorom sa nachadzaju riesené priklady s pomocou PAS.

NizSie uvadzame opis materialu nachadzajiceho sa na CD, najma Casti, ktoré sa tykaja
diferencialneho poctu funkcie viac premennych spolu s vysvetlenim stratégie podl'a ktorej
boli zostavené. Poznamendvame, Ze CD obsahuje dve alternativne zlozky s paralelnym
obsahom: jednu v Maple a druht v Mathematica. Podla toho, priklady, ktoré tu uvadzame mozu
byt bud’ v jednom alebo druhom systéme.

Ucebny material vyCerpavajuco pokryva vyssie zmienené témy a dovol'uje ucitel'ovi di-
ferencovany pristup podla konkrétnych pozZiadaviek. Ucitel moZze dany material pouzit’
podla vlastného uvazenia bud’ ako ucebny material pre hromadné cvicenie alebo ako po-
mocku na samostatntl pracu Studentov zohl'adnujic Studentovu osobnost’ a ¢as potrebny na
zvladnutie jednotlivych tém.

Tento vyskum by mal (prinajmensom v Spanielsku) zmiernit’ nedostatok materiélov pre
vyucbu diferencidlneho poctu funkcie viac premennych v porovnani s obrovskym mnoz-

stvom materidlov pre vyucbu diferencidlneho poctu funkcie jednej premenne;.

4. Metodologicky navrh
Metodologicky navrh zohl'adiiuje skladbu tradi¢éného vyucovania - prednasky, cvicenia
(uvadza rozne teoretické principy a klasické cvicenia "pri tabuli") a laboratérne cvicenia,

v ktorych sa vyuziva prislusny PAS s cielom posilnit’ tedriu a rieSenie prikladov. Metodo-



logicky navrh venuje priblizne jednu tretinu celkového ¢asu riadenému pouzivaniu PAS,
sledujuc ucitelove inStrukcie a nasledovné faktory:
4.1. ZlepSenie vizualizacie

Moznost ihned’ nacrtnut’ si graf plochy poskytuje pri skimani funkcie dvoch premen-
nych d’alSie informdcie, odhad vlastnosti funkcie , extrémov, hranic, atd’. Nasledujuce ob-
razky, ktoré sme dostali pomocou zdkladnych prikazov Maple, poméahaju porozumiet’ po-

jmom ako diferencovatelnost’, kedy funkcia nie je diferencovatel'na a lokdlne extrémy.
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Grafické kapacity moze ucitel’ vyuzit’ na demonstraciu réznych matematickych princi-
pov. Treba vSak upozornit’, ze dobry graficky vystup si Casto vyzaduje vela prikazov a

ucitel’ musi zohl'adnit’ as, ktory si potom zobrazenie vyzaduje.

4.2. Experimentacia



Rychla realizacia dlhych a tinavnych vypoctov dovol'uje pri rieSeni prikladov pouzit’
novy postup - porovnat’ rézne techniky rieSenia: numerické, analytické a grafické.

Preto napriklad moéZeme pomocou PAS vel'mi l'ahko odhalit’ premenné, ktoré sa daju
vo vete o implicitne zadanej funkcii volit' ako zavislé. Ak predpoklady vety si splnené,
staci zistit, ¢i je determinant Jacobiho matice Jacobian nulovy. Hoci systém implicitnych
funkcii je tazky, problém sa redukuje iba na automaticky vypocet.

Taktiez, v pripade, ked’ chceme ziskat’ prvotny ndzor na existenciu limity funkcie, staci

nakreslit’ graf funkcie alebo skonstruovat’ tabulku hodnot pre funkciu v okoli prislusného

Xy

bodu. Napriklad pri skimani existencie limity funkcie f(x,y)=-——— v zaCiatku su-
X +y
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radnicovej sustavy, prikaz systému Mathematica
TableForm[Table[f[a + J h, b + kK h], {, 1, n}, {k, 1, n}]]
pre a=b=0, h=0.001, k=0.001, n=5 vygeneruje nasledovnu tabulku:

0.5 0.4 0.3 0.235294 0.192308
0.4 0.5 0.461538 0.4 0.344828
0.3 0.461538 0.5 0.48 0.441176
0.235294 0.4 0.48 0.5 0.487805
0.192308 0.344828 0.441176 0.487805 0.5

Z hodnot v tabul’ke mozeme usudit’, ze limita funkcie v danom bode neexistuje. Doka-
zeme to tak, Ze najdeme také dve podmnoziny, ktoré maji rozdielnu limitu, napriklad y = x
ay=2x.

Po pedagogickej stranke by Studenti mali byt pri hladani rieSenia povzbudzovani
k experimentovaniu. Ked’ze mechanicky vypocet vykona pocitac, je velmi dolezité vy-

hnut sa lenivosti a vykonat’ viacero rozli¢nych pokusov.

4.3. Oprostenie od mechanickej prace

Nemali by sme prehliadnut’, Ze Studenti maji nadobudnut’ zakladné zruc¢nosti aj
v ruénom podéitani. PAS by mali pouzit’ ako "lepsiu kalkula¢ku" na poéitanie zdihavejsich
vypoctov az potom, ked’ pochopia teoretické principy a su schopni manudlne riesit’ nie
vel'mi komplikované priklady. Napriklad pri poc€itani derivacie zlozenej funkcie, Jacobiho
maticu funkcie gof dostaneme ako sucin Jacobiho matic funkcii g a f. Ak funkcie fa g su
zloZité, potom vypocet Jacobiho matice funkcie gof, pre f:R> — R°® a g R® - R* vyza-
duje pri ru¢nom pocitani znacné usilie. Vtedy vypocet urobime automaticky pomocou

PAS.



Podobne sa d4 PAS pouzit’ v tlohe "lepSej kalkulacky" vo vécSine tém diferencialneho
poctu.

Uzito¢nost’ takychto nastrojov pre pocitanie medzivysledkov, ktoré uz boli analyzova-
né a ktoré su dolezité¢ pre dalSie fazy pedagodického procesu, je tieZ nediskutovatelna.
Napriklad pomocou PAS modzeme analyzovat hypotézu o existencii inverznej funkcie,
pretoZe vypoCty na overenie hypotézy st rutinné. Tymto PAS Setri ¢as, ktory by sme mu-
seli venovat’ rutinnym vypoctom a ktory tak mézeme venovat’ lep§im modelovym prikla-
dom z redlnych situdcii a ich interpretéacii, ked’ v kazdej faze rieSenia mame k dispozicii
aktualne vysledky.

Ako priklad uvadzame rieSenie nasledujiceho problému (pozri Garcia, A., Lopez, A.,
Romero, S., Rodriguez, G., de la Villa, A., 2002):

Teplota platne je v katdom bode dand vztahom T(x,y) = 25 + 4x° — 4xy+y’. Teplotny
alarm umiestneny na kruznici x> + y° = 25 sa spina pri teplote vysSej ako 180°C a nizsej
ako 20°C. Zopne sa alarm?

Na riesenie tohto problému $tudenti musia optimalizovat’ funkciu T(x,y) = 25 + 4x° —
4xy+y’ vzhladom na podmienku x° + > = 25. Pouziju metodu Lagrangeovych multiplika-

torov a vypocCty urobia pomocou pocitaca. Ako mozné rieSenie dostanu body:

{-245,453%, {2V5,-V53.{-V5.-2V53, {5,245}

Vycislenim hodnoty funkcie v tychto bodoch aich porovnanim $tudenti ndjdu extrémy
a interpretuju vysledok. Ked’ze maximalna hodnota je nizsia ako 180 a minimalna hodnota

je vyssia ako 20, alarm sa nezopne.

Okrem toho symbolické vypocty PAS dovoluju efektivne pracovat aj s formalnymi vy-
razmi. Pomocou softvéru Mathematica je trivialne ukazat’, ze div(grad f )= A f. Nasledu-
juci prikaz demonstruje vlastnosti medzi operatormi.

Nacitame balik Calculus®VectorAnalysis', zadame
Div[Grad[f[x,y,z],Cartesian[x,y,z]1]-
Laplacian[f[Xx,Y,z],Cartesian[X,y,Z]]

a dostaneme vysledok 0.

Podobne je mozné na redlnych situdciach ukazat’ platnost’ vSeobecnych zakonov (pri-
klad je z Marsden, J. and Weinstein, A., 1985):

Vztah pre plyny medzi objemom V, tlakom P a teplotou T vyjadruje Van der Waalsova

VRTb +%, kde a, b, R su kladné koeficienty. R je univerzalna plynova

rovunica: P =



konstanta, b reprezentuje objem molekul plynu v kvapalnom stave (b<<V) a % vyjadruje

vautorny tlak sposobeny medzimolukulovymi interakciami.
Pomocou vety o implicitnej funkcii Studenti moézu dokazat’, ze 'ubovolna dvojica vy-

tvorena z premennych V, P alebo 7 mdze byt dvojicou nezavisle premennych, pomocou

. o : , . C e ., ., . 0
ktorej sa potom vyjadri tretia premennd. Taktiez vedia urcit’ parcidlne derivécie 8_PT ,

iPaiV a overit, ze iT iP iV =-1
ov oT oP oV oT

PAS pouzijeme na overenie hypotézy vety o implicitnej funkcii a na symbolické vypo-
Cty. Nasledne mdézeme od Studentov ziadat’, aby zovSeobecnili tito vetu pre funkciu s n

premennymi.

4.4. Rozdiel medzi algebrickymi a nealgebrickymi operaciami
Pouzitie PAS nie je vSeliek, ktory sa da nasadit’ na rieSenie kazdého problému. Je dole-
zité, aby Studenti vedeli rozliSit, ktoré procesy su algoritmické a ktoré nie st. V pripade,

9 <

Ze proces moze byt “algoritmizovany“, Studenti by mali byt vedeni k zostavovaniu jedno-
duchych procedur, v ktorych prelozia matematicky postup do jazyka PAS.

V ramci algoritmickych procesov, je vhodné rozliSovat’ dva typy:

® Algoritmus s istou odpoved’ou, v ktorej vzdy dostaneme vysledok.

Napriklad student méze vel'mi jednoducho zostavit’ v Maple proceduiru, ktord pocita
dotykovu rovinu ku ploche, zadanej implicitne rovnicou F(x,y,z)=0, v bode (a,b,c). Sta-
¢i, aby poznal definiciu a vedel napisat’ prikazy na najdenie gradientu (normalovy vek-
tor dotykovej roviny) a rovnicu dotykovej roviny. Procedira méze vyzerat napriklad

takto:

>Tang_Plane:=proc(F,a,b,c)

local gr;

gr:=subs({x=a,y=b,z=c}, linalg[grad](F(x,y,z),[X,y,z])):
Sigplify(gr[l]*(X—a)+gr[2]*(y—b)+gr[3]*(Z—C)=0)

end:

Nato, aby sme mohli pouzit’ procediru aj neskor pri rieSeni uloh, je potrebné, aby boli
splnené podmienky vety o implicitnej funkcii. Procedtru rozsirime o vypis, ktory bude
informovat’, ¢i funkcia spifia podmienky alebo nie. TaktieZ mozme pridat’ prikaz na na-
kreslenie plochy a dotykovej roviny.

Studenti sa zvy&ajne pokiisajii zdokonalit’ procediiru dovtedy, dokedy je to mozné.



® Algoritmy, kde mdze nastat’ vypoctovy problém.

V tomto type algoritmov je vysledok podmieneny ulohami, ktoré sa nemusia dat
vykonat’ alebo neexistuje ich rieSenie, napriklad nerieSitelny systém rovnic, nadmerné
poziadavky na pocitacovy systém, ap. Napriklad pri pocitani viazanych extrémov, algo-
ritmus rieSenia pomocou Lagrangeovych multiplikdtorov vyzaduje rieSenie systému
rovnic, ktoré nie vzdy existuje.

Nealgoritmické procesy, ako napriklad hl'adanie limity, vyZaduju pri interaktivnom
pouziti PAS riadenie. M6Zeme navrhnut’ alternativy - pouzit’ negativne kritérium, ako
napriklad opdtovné spustenie procedury alebo pozitivne kritérium, ked’ napriklad pou-
zijeme transformdciu do polarnych suradnic (pozor, vyzaduje si opatrnost’ — pozri na-
sledujticu ¢ast). Funkcia f(x,y) sa po transformacii x =a +r cos ¢, y =b + r sin ¢, zmeni
na funkciu F(r, ¢). Ak tato funkcia mé limitu pre »—0 (nezéavisiacu od uhla ¢) , potom

existuje limita funkcie f{x,y) v bode (a, b).

4.5. Podporovanie kritického ducha

Je zrejmé, ze PAS enormne ulah¢ia kontrolovanie vysledkov, pretoze sa daji vel'mi

Iahko pouzit’ alternativne metody. Studenti by si nemali vypestovat’ slept vieru v poéita¢,

vo vystup s vysledkami alebo medzivysledkami. Miesto toho by sa mali vzdy pokusat’

kontrolovat’ situaciu; vysledky by mali v kazdom pripade koreSpondovat’ s kontextom

problému, ktory rieSia. Musime poznamenat’, Ze nedbalé pouZivanie PAS moZze viest

k chybam, o ktorych Studenti nie vzdy vedia, zapric¢inené predoslym postupom a pod.

Obmedzenia PAS, situacie, kedy sa vysledky vypoctov PAS liSia od ocakavanych vy-

sledkov, pomahaja u Studentov formovat’ kritické vedomie.

Ked’ v systéme Maple zadame
>mtaylor(sin(x*y)/(x*y), [x=0, y=0],10);

25,2 2_.2
oCakavame spravny vysledok 1— XY Xy

4_4
+ % . Avsak vysledok na pocitaci je 1—

Chybny vysledok v PAS mdze zapricinit’ aj zlyhanie programu alebo podmienky pre

premenné, ktoré uzivatel’ zabudne zohl'adnit’ (pozriAlonso, F., Garcia, F., Hoya, S., Rod-

riguez, G., de la Villa, A., 2001).

Studenti niekedy nedostato¢ne venuju pozornost’ formalnemu poctu, Co tiez stazuje

pouzivanie PAS.

Pri pocitani limity funkcie



3x-3x°+ x° -4y + 6y2-4y3+y4

X, y)=
S ) -2+3x-3x2+x3+4y-6y2+4y3-y4

v bode (1,1) pouzijeme transforméciu do polarnych suradnic (pozri 4.4), kde a=b=1.
Dostaneme tranformovanu funkciu

cos(8)’ +r sin(8)*
cos(9)® —rsin(@)*

F(r,0)=

Mathematica aj Maple vypocita limitu tejto funkcie pre r— 0 rovnu 1. Hoci vysledok
zjavne nezavisi na 6, je nespravny. Ked’ = /2, potom limita je rovna -1. Z toho vy-
plyva, ze dvojna limita neexistuje.

Studenti by mali ziskat’ potrebu vysledky kontrolovat’.

5. Zaver

Ciel'om tohto ¢lanku je navrhnit’ spdsob vyuzitia matematického softvéru ako pedago-
gického nastroja. Grafické moZnosti softvérovych balikov pomahajii porozumiet’ niekto-
rym matematickym principom v diferencialnom pocte funkcie viac premennych.

Poukazali sme tiez na d’alSie moznosti vyuzitia softvéru: oprostenie od mechanickej
prace, moznosti experimentovania, rozliSenie algoritmickych a nealgoritmickych procesov
a najmd na doleZitost mat’ kritického ducha a vzdy hodnotit’ vysledky, ktoré dostaneme.

Dalej stoji za povimnutie zmienit' sa o déleZitosti podporovania zmien v spdsobe
myslenia ucitel'ov, ktori tieto témy ucia.

Vyber softvérového balika by nemal byt rozhodujtci. Ovel'a ddlezitejsi je sposob,
akym sa vyuziva. Tie isté mySlienky a postupy s oh'adom na prislusny softvér mézu byt’
rovnako efektivne aj pri pouZiti rozli¢nych balikov.

Moznosti pouzivania novych technologii nie su limitované prezencnym vyucovanim,
pripraveny ucebny material mézeme pouzit’ aj na virtualne diStancné vzdelavanie, pretoze
sa da bez zvlaStnych problémov zverejnit’ online na webe. V kaZzdom pripade sa tento ma-

terial moéze doplnit’ o prirucku, ktord ul'ah¢i jeho pouzitie.
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