Numerické metddy pre oby€ajné diferencialne

rovnice:
Eulerova jednokrokova metoda

Uvod:

V tomto dokumente ukdZeme, ako je mozné pouzit' systém Mathematica pri rieSeni obycajnych diferen-
cialnych rovnic (ODR) numerickymi metédami. Budeme hl'adat’ priblizné rieSenie zaciato¢nej tlohy (IVP - Initial
Value Problem) v tvare y'= f(¢, ), ¥(fy) = yo. RieSenim tejto zaciatocnej ulohy bude priblizné riesenie definované

ty—to
N

pomocou ekvidi§tanénych bodov v intervale [z, ty], i.e. t, =t +nh, pre n=0, ..., N. Dizka h = sa nazyva

diZka kroku. Priblizné riesenie y, je aproximaciou presnej hodnoty y(t,) a budeme ho zapisovat y, = f(t,, yu).

1. Pouzitie NDSolve.

Je vSeobecne zname, Ze nie je vzdy mozné ODR vypoditat’ presne. Ak systém Mathematica nedokaze
vyriesit ODR presne, prikaz DSolve vypise presne to, ¢o ste vlozili ako vstup:

ecu = DSolve[y’ [t] ==1 +y[t]2 - t3, yv[t], t]
DSolve[y [t] = 1-t3+y[t]2, y[t], t]
Ak tato situacia nastane, ODR je mozné vyriesit' priblizne numerickymi metédami. Uloha viak musi mat

jediné rieSenie a zadané zaciatocné podmienky, teda musi ist’ o zaiatoény problém. Numerické rieSenie takejto
zaciatoénej Ulohy realizujeme pomocou prikazu NDSolve s nasledujicou syntaxou:

NDSolve[{rovnica, poc¢iatoéné podmienky},
zavisle premennd rovnice, {nezavisle premennd rovnice , interval}]

Vseobecne prikaz NDSolve[{rovnica, pociatodéné podmienky},x[t],{t,a,b}] vrati
aproximaciu riesSenia x(?) zaCiato¢né¢ho problému v intervale [a, b]. Konkrétne vrati objekt v Mathematice
oznaceny ako Interpolac¢na funkcia, ktord v sebe zahfiia priblizné riesenia zaciato¢ného problému a umoznuje toto
rieSenie z objektu extrahovat'.

Napriklad rieSenie za¢iatoéného problému y' = 1 + > — £, 3(0) = 0 na intervale [0, 4] vyzera nasledovne:

solution = NDSolve[{y'[t] = 1+y[t]®-t3, y[0] =0}, y[t], {t, 0, 4}]
{{y[t] -» InterpolatingFunction[{{0., 4.}}, <>][t]}}

Ako je vidiet, vystupom z funkcie NDSolve je Specidlny objekt. Ide o objekt, ktory tvori tabulka
interpola¢nych hodnoét priblizného rieSenia rovnice a preto je mozné nakreslit’ graf priblizného rieSenia. Postupujme
nasledujiicim sposobom. Najskor z vysledku vyberme objekt "InterpolationFunction" a priradme ho samostatne;j
funkecii.
yapprox[t_] =y[t] /. solution[[1]]

InterpolatingFunction[{{0., 4.}}, <>] [t]

Teraz mozeme vypocitat’ funkéni hodnotu v akomkol'vek bode zadaného intervalu:
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yapprox[1]
1.16197

Pomocou prikazu Table mdzeme zostavit aj tabul’ku hodnoét priblizného rieSenia na intervale [0, 1] s krokom 4 = 0.1:

Table[{t, yapprox[t]}, {t, 0, 1, 0.1}] // TableForm // Chop

0 0

0.1 0.10031
0.2 0.202305
0.3 0.307248
0.4 0.416024
0.5 0.529206
0.6 0.647092
0.7 0.769722
0.8 0.896859
0.9 1.02794
1. 1.16197

alebo mozeme riesenie reprezentovat’ graficky pomocou funkcie Plot. Napr. nakreslime graf na intervale [0, 2]:
Plot[yapprox[t], {t, 0, 2}]
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Poznamky:

1.- Ziskané priblizné rieSenie je definované len na intervale, v ktorom sme ho vypocitali. Ak potrebujeme ziskat
priblizné riesenie diferencialnej rovnice na inom intervale, je potrebné vhodne upravit’ prikaz NDSolve. Ak chceme
ziskat’ rieSenie mimo zadany interval, systém Mathematica més informuje, Ze hodnoty rieSenia budi ziskané
exptrapolaciou, a teda ziskané rieSenia mozu byt zat'azené velkou chybou:

yapprox[6]

InterpolatingFunction: :dmval :
Input value {6} lies outside the range of data in the interpolating
function. Extrapolation will be used. More..

-14.5568

2.- Ak pouzijete help programu, najdete d’alSie moznosti, nastavenia a numerické metdédy pouzitelné na vypocet
priblizného rieSenia diferencialnej rovnice. Predprogramované su metdody Adams-Bashford, Runge-Kutta, modifiko-
vany Euler, atd’.

Priklad 1.

Urcte priblizné hodnoty riesenia zaciatocnej ulohy y'=y(I-sin t), y(0)=1, na intervale [0,1] . Pocitajte s velkostou
kroku h = 0.05.
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Riesenie
Pouzime priamo prikaz NDSolve.
solll = NDSolve[{y'[t] =y[t] (1 -Sin[t]), y[0] =1}, y[t], {t, O, 1}]

{{y[t] -» InterpolatingFunction[{{0., 1.}}, <>][t]}}

Tabulku vyslednych hodnédt je mozné ziskat’ z vytvorené¢ho objektu "InterpolatingFunction". Rovnako ako v predchadzaji:
com priklade definujeme priblizné rieSenie a nasledne zostavime tabul’ku pribliznych hodnét.
yapll[t_] =y[t] /. solll[[1]]

InterpolatingFunction[{{0., 1.}}, <>] [t]

Table[{t, yapll[t]}, {t, 0, 1, 0.05}] // TableForm

0 1.

0.05 1.04996
0.1 1.09966
0.15 1.14886
0.2 1.1973
0.25 1.24472
0.3 1.2909
0.35 1.33559
0.4 1.37859
0.45 1.4197
0.5 1.45875
0.55 1.4956
0.6 1.5301
0.65 1.56218
0.7 1.59176
0.75 1.61881
0.8 1.6433
0.85 1.66526
0.9 1.68474
0.95 1.70179
1. 1.71653

2. Eulerova metoda.

Eulerova metoda je najjednoduchsia jednokrokova metdda. Pri beznom zapise algoritmus aproximuje rieSenie
zaCiato¢nej ulohy y' = f(¢, y), y(ty) = yo na intervale [ty = a, b] vztahom:

yn+1=yn+hf(tn,yn) n= Oa 7m_1

a 7 . 7 9,
kde h = —— jedlzkakroku a Casovy krok je urCeny vztahom ¢,,; =t,+h =a+nh.
m
Zo vseobecnej tedrie numerickych metdd na rieSenie diferencidlnych rovnic, z charakteristickej rovnice metody
p(x) = x - I je lahké ukazat, Ze ide o konvergentni numericki metddu, pretoze je stabilna a konzistentnd. Iteracna
schéma sa da v systéme Mathematica naprogramovat’ pomocou nasledujicej procedury:
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euler [f ,h_, ini_, a_, b_] := Module [ {y, t, ytable, c}, c=(b-a) /h;
y[0] = ini; t[n_] := a+nh; y[n_] := y[n] = y[n-1]+hf[t[n-1], y[n-1]];
ytable = Table[y[i], {i, 0, c}];

Table[{t[i], ytable[[i+1]]}, {i, O, c}] // TableForm]

kde f je funkcia asociovand s pravou stranou rieSené¢ho zaliatoéného problému, h je dizka kroku, ini je hodnota

zaCiatocnej podmienky a a a b st hrani¢né body. Vystupom je tabul’ka hodnoét priblizného rieSenia ODR.
Definovanu procedtru pouzijeme na najdenie rieSenia zaciatocnej ulohy y'= -ty + t—t, y(0)=1 na intervale [0,1], s

)

dizkou kroku 0.1. Funkcia z pravej strany za&iatoéného problému je definovan nasledujicim vztahom

4t
flt_,y_ l=-ty+ —;
y

a predchadzajuci algoritmus realizujeme s hodnotami 2 = 0.1, ini =1, a=0, b= 1.

euler[f, 0.1, 1, 0, 1]

0 1

0.1 1

0.2 1.03
0.3 1.08707
0.4 1.16485
0.5 1.25561
0.6 1.35211
0.7 1.44849
0.8 1.5404
0.9 1.6249
1. 1.70021

Aby sme mohli vypoditat’ presnost’ priblizného rieSenia, vypocitame presné rieSenie zaciato¢nej ulohy a jeho hodnotu v
jednotlivych bodoch porovname s pribliznym rieSenim ziskanym Eulerovou metédou. Na vypocet presného rieSenia
pouzijeme prikaz DSolve

exactsol = DSolve[{y' [t] =-ty[t] +

(v e s -3ae })

Definujeme funkciu yex(?) , do ktorej zapiSeme presné riesenie diferencialnej rovnice

ey Yo }ovier, €]

yex[t_] = exactsol[[1, 1, 2]]

@2
e 2 \-3+4 et

Pomocou prikazu Table zostavime tabul’ku presného rieSenia na intervale [0, 1] s velkost'ou kroku 0.1.
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Table[{t, yex[t]}, {t, 0, 1, 0.1}] // TableForm

0 1

0.1 1.01482
0.2 1.05718
0.3 1.1217
0.4 1.20149
0.5 1.28981
0.6 1.38093
0.7 1.47042
0.8 1.55503
0.9 1.63261
1. 1.70187

Porovnanie presného a priblizného rieSenia méZeme tiez ukazat’ aj graficky. Procedura grafeuler v systéme Mathematica
je naprogramovana tak, aby nakreslila graf priblizného rieSenia vypocitaného Eulerovou metdédou ¢ervenou farbou. Nova
procedura grafeuler ma rovnaky vstup, v ktorom pouzité parametre maju rovnaky vyznam ako mala predchadzajica
naprogramovana procedura.

grafeuler[f , h_, ini_, a_, b_] :=
b-a

Module[{y, t, ytable, c}, c= ; y[0] =ini; t[n_] :=a+nh;

y[n_] :=y[n] =y[n-1]+hf[t[n-1], y[n-1]]; ytable = Table[y[i], {i, 0, c}];
ListPlot[Table[{t[i], ytable[i + 1]}, {i, O, c}], Joined - True,
PlotStyle » {RGBColor[1l, 0, 0]}, PlotRange —>A11]]

Priblizné aj presné rieSenia st nakreslené v jednom obrazku, aby ich bolo mozné graficky porovnat’
grafeuler[f, 0.1, 1, 0, 1]
1.7}

1.6}

aproxi = %;
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exact = Plot[yex[t], {t, 0, 1}]

1.

1.

7t

6

0.2 0.4 0.6

Show[aproxi, exact]

1.

1.

At

6

0.8 1

Priklad 2.

Pouzitim Eulerovej metody urcte priblizné rieSenie zaciatocnej ulohy y' = 3 (v + t), y(0) = I na intervale [0,1], pre

0.8 1

velkost kroku h =0, 1. Ziskané riesenie nakreslite spolu s presnym vypocitanym rieSenim pomocou prikazu DSolve.

Vzhladom na velku chybu priblizného rieSenia skuste velkost chyby redukovat zmenou velkosti kroku vo vypocte.

RieSenie

Presné riesenie zaciatoCnej tlohy ziskame pouzitim prikazu DSolve. Rovnako ako v predchadzajicom priklade
definujme najskor funkciu z pravej strany DR a nasledne pouzime predprogramovanu proceduru.

flt_, y_1:=3(y+t)

euler[f, 0.1, 1, 0, 1]

P O OO0OO0OO0OOO0OOOoOOo
© 00 ~NO U WNPRE

1

1.3
1.72
2.296
3.0748
4.11724
5.50241
7.33314
9.74308
12.906
17.0478

Presné riesenie zadaného zaciato¢ného problému najdeme pomocou prikazu DSolve.



solexacta22 =DSolve[{y'[t] =3 (y[t] +t), y[0] ==1}, y[t], t]

Hy[t] > % (-1+4e3t-3t)}}

Z vysledku osamostatnime presné rieSenie a obe rieSenia graficky znadzornime

yex22[t_] = solexacta22[[1, 1, 2]]

1
3 (-1+4e3t-31)

Graf obidvoch rieseni vypocitame ako v predchadzajucom priklade

grafeuler[f, 0.1, 1, 0, 1]

15}
12.5}

10+

2.5¢

aproximada22 = %;
exacta22 = Plot[yex22[t], {t, 0, 1}]

25

20

15

10

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Show|[aproximada22, exacta22]

25¢
20+
15}

10}
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Ako je vidiet' z grafu, priblizné rieSenie ziskané Eulerovou metédou nie je dostatocne presné. Je to preto, lebo
presné rieSenie rychlo rastie vdaka exponencidlnemu ¢lenu 4 €3 . Lepsiu aproximaciu presného rieSenia ziskame
zmensenim diZky kroku v Eulerovej metode. Zlepsenie vysledku nam garantuju splnené podmienky riesitelnosti tejto
rovnice.

grafeuler[f, 0.01, 1, 0, 1]

20
15

10

0.2 0.4 0.6 0.8 1
aproximada22bis = %;

Show[aproximada22bis, exacta22]
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