Stabilita kritickych bodov linearnych

sustav obyc¢ajnych diferencialnych rovnic (SODR)

V tejto kapitole vyuZijeme systém Mathematica k §tadiu stability kritickych bodov dvoch linearnych rovnic SODR.
Ak je SODR linearny a homogénny X' = AX s konstantnymi koeficientmi a matica A nie je singularna, potom jedinym
kritickym bodom je zaciatok a jeho stabilitu mézeme preskumat’ pomocou vlastnych ¢isel matice A.

Priklad 1.

Porovnajte nasledujuci SODR, overte ich rozdielne spravanie pomocou analyzy stability v kritickom bode:
a) X' = 3x-y, y' =2x +y.
b) X' =x +5y,y' = -x -y.
c)X' =Xx-by,y' =-x-y.

Riesenie

Pozndmka: Tieto tri sustavy st autonémne, linearne s konstantnymi koeficientmi a s jedinym kritickym bodom v zagiatku
stradnicovej ststavy.
Niektoré trajektorie je mozné reprezentovat’ pomocou fazovych rovin.

Sekcia a.

SODR mézeme riesit’ v Mathematice pomocou prikazu DSolve

sis3la= {xX"[t] == 3 Xx[t] -y[t], Y [t] ==2X[t] +Yy[t]}

{X'[t] =3x[t] ~y[t], y[t] =2X[t] +y[t]}

solgen3la = DSolve[sis3la, {x[t], y[t]}, t]

{{x[t] > -e**C[2] Sin[t] +e®*C[1] (Cos[t] +Sin[t]),
y[t] - e®*C[2] (Cos[t] -Sin[t]) +2e”*C[1] Sin[t]}}
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Riesenia X(t) a y(t) st definované:

x[t_] =solgen3la[[1l, 1, 2]]

-e?TC[2] Sin[t] + e®tC[1] (Cos[t] +Sin[t])

y[t_] =solgen3la[[1, 2, 2]]

e?TC[2] (Cos[t] -Sin[t]) +2e2tC[1] Sin[t]

Pre niektoré hodnoty konstant mézeme konkrétne rieSenia vygenerovat’ pomocou prikazu Table

solpar3la = Table[{x[t], y[t]} /. {C[1] -> 1, C[2] -> J}, {§, -6, 6, 4}, {J, -6, 6, 4}]

{{{6e®*sSin[t] -6e°" (Cos[t] +Sin[t]), -6e”* (Cos[t] - Sin[t]) -12e**Sin[t]},
{2e**sin[t] -6e°" (Cos[t] +Sin[t]), -2e** (Cos[t] -Sin[t]) - 12e**Sin[t]},
[-2e**sin[t] -6e®" (Cos[t] +Sin[t]), 2e”* (Cos[t] -Sin[t]) - 12e**Sin[t]},
{-6e®tsin[t] -6e?" (Cos[t] +Sin[t]), 6e”* (Cos[t] -Sin[t]) -12e**Sin[t]}},

[{6e**Sin[t] -2e?" (Cos[t] +Sin[t]), -6e°" (Cos[t] - Sin[t]) -4e**Sin[t]},
{2e®*sin[t] -2e?" (Cos[t] +Sin[t]), -2e** (Cos[t] -Sin[t]) -4e**Sin[t]},
{-2e*tsin[t] -2e?" (Cos[t] +Sin[t]), 2e”* (Cos[t] -Sin[t]) -4e**Sin[t]},
[-6e?tsin[t] -2e?" (Cos[t] +Sin[t]), 6e’* (Cos[t] -Sin[t]) -4e?*Sin[t]}},

[{6e*tSin[t] +2e®" (Cos[t] +Sin[t]), -6e°" (Cos[t] - Sin[t]) +4e**Sin[t]},
{2e**sin[t] +2e?" (Cos[t] +Sin[t]), -2e** (Cos[t] -Sin[t]) +4e**Sin[t]},
{-2e**sin[t] +2e?" (Cos[t] +Sin[t]), 2e”* (Cos[t] -Sin[t]) +4e**Sin[t]},
[-6e?tsin[t] +2e?" (Cos[t] +Sin[t]), 6e”* (Cos[t] -Sin[t]) +4e?*Sin[t]}},

{{6e**Sin[t] +6e®" (Cos[t] +Sin[t]), -6e®" (Cos[t] - Sin[t]) +12e?*Sin[t]},
{2e**sin[t] +6e°" (Cos[t] +Sin[t]), -2e** (Cos[t] -Sin[t]) +12e**Sin[t]},
[-2e**sin[t] +6e®" (Cos[t] +Sin[t]), 2e’* (Cos[t] -Sin[t]) +12e**Sin[t]},
[-6e®tsin[t] +6e?" (Cos[t] +Sin[t]), 6e’* (Cos[t] -Sin[t]) +12e**Sin[t]}}}

Ak v predchadzajucej tabulke odstranime jednu uroveti pomocou prikazu Flatten, vytvorime tak zoznam funkcii, ktory je
mozné reprezentovat’ graficky.
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V nasledujucom obrazku sme spolo¢ne reprezentovali rieSenie a smerové polia rieSenia SODR.

graf23la = (Needs["VectorFieldPlots™"];
VectorFieldPlots VectorFieldPlot[{3x -y, 2X+Y}, {X, -15, 15}, {y, -20, 20},
PlotPoints -» 50, DisplayFunction -» Identity, BaseStyle » {GrayLevel [0.27]}1);

Show[grafl3la, graf23la]

Trajektorie sa vzd’al'uju od zaciatku stradnicovej sustavy (zatacaju sa do tvaru $piraly), ak zvdc¢Sujeme t, a opacne st
blizko k zaciatku suradnicovej sustavy, ak je t mensie ako 0. Toto spravanie sa da vysvetlit' po podrobnejSom preskimani matice
koeficientov SODR.

Matica asociovana so stistavou je definovana:

3 -1
a=

oy
{{3, -1}, {2, 1}}

Jej vlastné ¢isla najdeme takto:
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Eigenvalues[a]
{(2+1,2-1}

Zaciatok je nestabilny pol Spiraly, pretoze vlastné ¢isla stt komplexne zdruZzené a maja kladnt realnu Cast’.

Sekcia b.

Najskor vycistime obsah premennych a definujeme novy SODR
Clear[x, y]

sis31b = (x"[t] == x[t] +5y[t], y"[t] = -X[t] - y[t]}

Tuto sustavu mdZeme vyriesit’ pomocou prikazu DSolve:

solgen31lb = DSolve[sis31lb, {x[t], y[t]}, t]

5 1
Hx[t] N EC[zJ Sin[2t] + E0[11 (2Cos[2t] +Sin[2t]),
1 1
y[t] - — C[2] (2Cos[2t] -Sin[2t]) - — C[1] Sin[2t1}}
2 2
Definujeme rieSenie x(t) a y(t):

x[t_] =solgen31b[[1, 1, 2]]

5 1
Ecm sin[2t] + Ecm (2Cos[2t] +Sin[2t])
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y[t_] =solgen3lb[[1, 2, 2]]

1 1
EC[2} (2Cos[2t] -Sin[2t]) - EC[1} Sin[2t]

Rie$enia pre konkrétne hodnoty konstant ¢; a ¢, vygenerujeme pomocou prikazu Table:
solpar3lb = Table[{x[t], y[t]} /. {C[1] -> i, C[2] ->J}, {i, 2, 8,3}, {J, 2, 8, 3}]

H{ZCOS[Zt} +6Sin[2t], 2Cos[2t] -2Sin[2t]},
27 5
{2Cos[2t] N ?Sin[2t], 5 (2Cos[2t] -Sin[2t]) 7Sin[2t}},
{2Cos[2t] +21Sin[2t], 4 (2Cos[2t] -Sin[2t]) 7Sin[2t}}},

5 7
HSSin[Zt} v (2Cos[2t] +Sin[2t]), 2Cos[2t] - ESin[Zt]},

25 5 ) 5 ) 5
{?Sln[Zt} +E (2Cos[2t] +SIn[2t]), E (2Cos[2t] -SIn[21t)]) 758|n[2t]},

5 5
{208in[2t] v (2Cos[2t] +Sin[2t]), 4 (2Cos[2t] -Sin[2t]) - ESin[Zt]}},
{{SSin[Zt} +4 (2Cos[2t] +Sin[2t]), 2Cos[2t] -5Sin[2t]},

25 5
{?Sin[Zt} +4 (2Cos[2t] +Sin[2t]), > (2Cos[2t] -Sin[2t]) 74Sin[2t]},

(20Sin[2t] +4 (2Cos[2t] +Sin[2t]), 4 (2Cos[2t] - Sin[2t]) 74Sin[2t1}}}

Struktiru predchadzajticej tabul’ky upravime pomocou prikazu Flatten, aby sme vytvorili zoznam funkcii, ktory mozeme
reprezentovat’ graficky.
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solpar3lbbis = Flatten[solpar3lb, 1]

{{2Cos[2t] +6Sin[2t], 2Cos[2t] -2Sin[2t]},

27 5
{chs[zt] N ?Sin[Zt], 5 (2Cos[2t] -Sin[2t]) 7Sin[2t]},
{2Cos[2t] +21Sin[2t], 4 (2Cos[2t] -Sin[2t]) -Sin[2t]},
5 7
{5Sin[2t]+E (2Cos[2t}+Sin[2t]),2Cos[2t]—ESin[Zt]},
25 5 5 5
{—Sin[2t] +— (2Cos[2t] +Sin[2t]), — (2Cos[2t] -Sin[2t]) - 7Sin[2t]},
2 2 2 2
i 5 B} . 5
{205|n[2t] rs (2Cos[2t] +Sin[2t]), 4 (2Cos[2t] -Sin[2t]) - ES|n[2t]},
{(5S8in[2t] +4 (2Cos[2t] +Sin[2t]), 2Cos[2t] -5Sin[2t]},

25 5
{?Sin[Zt} +4 (2Cos[2t] +Sin[2t]), 5 (2Cos[2t] -Sin[21t]) —4Sin[2t]},

{20Sin[2t] +4 (2Cos[2t] +Sin[2t]), 4 (2Cos[2t] -Sin[2t]) 74Sin[2t]}}

grafl31lb = ParametricPlot[Evaluate[solpar3lbbis],
{t, 0, 2x}, PlotStyle » {{RGBColor[1, 0, 0], Thickness[0.00871}}]

V nasledujucom obrazku sme spolocne reprezentovali rieSenie a smerové polia rieSenia SODR.

graf231b = (Needs["VectorFieldPlots™"];
VectorFieldPlots™VectorFieldPlot[{x+5y, -x -y}, {X, -25, 25}, {y, -12, 12},
PlotPoints -» 20, DisplayFunction - ldentity, BaseStyle » {GrayLevel [0.27]}]);
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Show[grafl31lb, graf231b]
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stredom v zaciatku suradnicovej sustavy. Toto spravanie

Trajektorie st uzatvorené krivky, v tomto pripade elipsy so
mozeme znovu opisat’ pomocou vlastnych ¢isel matice koeficientov.

Matica zodpovedajuca nasej ststave je definovana:

a=(-11 -51)

{{1, 5}, {-1, -1}}
jej vlastné ¢isla najjdeme pomocou prikazu:
Eigenvalues[a]

{21, -21}

Zaciatok suradnicovej sustavy je stabilnym stredom, pretoze vlastné ¢isla su rydzo imaginarne

m Sekcia c.

Najskor vycistime obsah premennych a definujeme novy SODR

Clear[x, y]
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sis3lc = {X"[t] == X[t] -5y[t], y"[t] = -X[t] -y[t]}
{x'[t] =x[t] -5y[t], y[t] =-x[t] -y[t]}
Vyrie§ime tito ststavu

solgen3lc = DSolve[sis3lc, {x[t], y[t]}, t]

5e Vet (—l+e2ﬁt) C[2]

Hx[t} - % e Vet (6—\/€+6e2ﬁt+\/€e2ﬁt) Cl1] -

26
V6 t 26 t
e -l+e Cl1] 1
y[t] > - ( ) ——e’ﬁt(—6—\/?—6@2ﬁt+\/€e2ﬁt)C[2}}}
26 12
Riesenia X(t) a y(t) st definované:
x[t_] =solgen31c[[1, 1, 2]]
1 5V t(-1.+e2V0 t) C2)

— e V0t (6-16 +6e2V0 .16 2V ) C[1] -
12 26

y[t_] = solgen3ic[[1, 2, 2]]

e/ft(1e2Votici1y

- ——e‘ﬁt(767\/376e2ﬁt+\/€e2\/€t)C[2]
26 12

Riesenia pre konkrétne hodnoty konstant ¢, a ¢, vygenerujeme pomocou prikazu Table:
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solpar3lc =
Simplify[Table[{x[t], y[t]l} /- {C[1] ->1i, C[2] ->]J}, {i, 1,5,2}, {J, 1,5, 2}]]
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Struktiru predchadzajicej tabulky upravime pomocou prikazu Flatten, aby sme vytvorili zoznam funkcii, ktory mézeme
reprezentovat’ graficky.

solpar3lcbis = Flatten[solpar3lc, 1]

1
t (l+ez£t), Ee'ﬁt (l+\/€— (—l+\/€) ezﬁt)},

[0}
|

3

0
|

t(3+\/€f(—3+\/€)ezﬁt), e’ﬁt(9+4\ﬁ+(974\/€)@2ﬁt)},

ol R

[0}

{{%e’ﬁt(3+2\/7+(3—2\/€)e2ﬁt),%e’ﬁt(3+\/77(—3+\/€)e2\/6_t)},
{%e'ﬁt(3+7\/_+(3—7\/€)e2ﬁt),%e‘ﬁt(9+2\/€+(9*2\/€)@2\/€t)}7
{ie’wt(l+4\/7+(l—4\/€)e2@t),Ee’ﬁt(5+\/77(—5+\/€)e2\/?t)},
2 2
(S ™t [ou/E - (0.8 /o), LoV E (3025 [2-21E) &1,
6 6
[Zelot(3.2v8 + [(3-24/6) /5 €], Ze Vot (3.6 - (3.8 ) 276 1]},
2 2
{%efﬁt(9+1w_+ 9-11+6 | &2V ¥), %e*ﬁt(15+4ﬁ+(15—4ﬁ) /0t 1,
z"
2
5
ls
5
(s

et(3i2v6 + (3-2+6 ) 270 Y], ze'ﬁt(3+\/€f (-3+V6 ) 2V ¥}



grafl3ilc = ParametricPlot[Evaluate[solpar3lcbis],
{t, -0.57, 13}, PlotStyle » {{RGBColor[1, 0, 0], Thickness[0.00871}}]

\\1015

V nasledujucom obrazku sme spolo¢ne reprezentovali rieSenie a smerové polia rieSenia SODR.

graf23lc = (Needs["VectorFieldPlots™"];
VectorFieldPlots VectorFieldPlot[{x-5y, -x-Vy}, {Xx, -50, 28}, {y, -10, 15},
PlotPoints -» 20, DisplayFunction - Identity, BaseStyle » {GrayLevel [0.27]}]);

Show[grafl3lc, graf23lc]
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Vypocitame vlastné ¢isla matice zodpovedajuce nasej stistave, aby sme mohli vysvetlit’ povahu kritického bodu.

Matica zodpovedajuca SODR je:
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1 -5
a=
)
{{1, -5}, {-1, -1}}

Vypocitame vlastné Cisla:

Eigenvalues[a]

(5. 5)
Zaciatok suradnicovej sustavy je sedlovy bod, pretoze vlastné Cisla su realne a maju opaéné znamienka.
Vypocitame vlastné vektory, ktorymi su reprezentované priamky v zodpovedajucich smeroch.

Eigenvectors[a]

{r1eve. ), {1-V6, 1y

Priamka vlastného vektora, ktory zodpoveda zapornému vlastnému ¢islu je
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graf33ilc = ParametricPlot[{(—l - \/E) t, t},

{t, -8, 15}, PlotStyle » {RGBColor[O, O, 1], Thickness[0.0l‘]}]

15}

10+

Priamka vlastného vektora, ktory zodpoveda kladnému vlastnému ¢islu je

graf43ic = ParametricPlot[{(—l + \/E) t, t},

{t, -8, 15}, PlotStyle » {RGBColor[O, O, 1], Thickness[0.0l‘]}]

15¢

10+

-10 -5 5 10 15 20

a oba grafy spolu:
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Show[grafl3lc, graf23lc, graf33lc, graf43lc]
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Mozeme povedat, ze akdkol'vek trajektoria zacinajuca v bode na priamke, ktora zodpoveda zapornému vlastnému ¢islu,
zostava nad nou a blizi sa k zaciatku suradnicovej sustavy. Kazda trajektoria zaCinajica v bode na priamke, ktord zodpoveda
kladnému vlastnému ¢islu, zostava pod touto priamkou a tiez sa bliZi k zaciatku suradnicovej stistavy.



