Metody Runge-Kutta

Metody Runge-Kutta su jednokrokové metddy vyssSich radov, ktoré je mozné odvodit’ podobnym sposobom ako
Eulerovu metddu pre rieSenie zaciato¢nych loh y' = f(¢, y), ¥(ty) = yo. Pocas vypoctu nie je potrebné pocitat’ derivacie
vyssich radov ako napriklad pri Taylorovych metddach, ¢o vyraznym spdsobom umoziiuje urychlit’ vypocet rovnice.

Z tedrie vieme, ze vSeobecny vyraz pre explicitné metody Runge-Kutta je

Yn+1 :yn+hi bik;

i=1

s
ki = f[f,, + Cih, Vn +hz a,-jkj]
Jj=1
N
kde a; = OtOJ = iandz aj; = C;.
j=1
Klasicka metoda Runge-Kutta druhého radu s dvoma stupfiami ma nasledujiicu Butcherovu tabul’ku:

010
Cr | C 0
by | by
kde koeficienty diagramu overuje systém rovnic:
bi+by=1
byey= -

Existuje preto nekone¢ne vel'a metdod Runge-Kutta druhého radu. NajéastejsSie sa pouzivaju:

a) Eulerova modifikovana metéda, ktora zodpoveda vol'be koeficientov by =0,b, =1, ¢; = ; . Jej iteraéna

schémamatvart, . =t,+h, V1 =y,+ hky,kde ki = f(t,, yo)ak, = f(t,, + -g, Vn + hzﬁ)

V systéme Mathematica naprogramujeme dve procedury, eulermod a eulermodgraf. Tieto procediry ndim
umoznia vykonat’ vypocty tabuliek hodnot a nakreslit’ grafy pribliznych rieSeni ziskanych modifikovanou Eulerovou
metodou:
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eulermod [f_, h_, ini_,a_,b_]:=
Module [ {yrk, t, y, rktablel, c},
c=(b-a)/h;
yrk[0] = ini;
t[n_] := a+nh;
yrk[n_] ==

Module[{kl, K2},

kl=Ff[t[n-1], yrk[n-111;

k2 f[t[ 1] n K[n-1] n kl]
= n- + —, rk[n - + — 5

2 Y 2
yrk[n] = yrk[n-1] +hk2];

rktablel = Table[yrk[i], {i, O, C}];
Table[{t[i1], rktablel[[i+1]]}, {i, O, c}] // TabIeForm]

b-a

eulermodgraf[f_, h_, ini_, a_, b_] := Module[{yrk, t, y, rktablel, c}, c = T;

yrk[O] = ini; t[n_] :=a+nh; yrk[n_] := Module[{kl, k2y, k1 = F[t[n-1], yrk[n-1]1;

h h k1
k2 =f[t[n-1] £ yrk[n-17 + ];yrk[n] =yrk[n-1] +hk2];

rktablel = Table[yrk[i], {i, O, c}]; ListPlot[Table[{t[i], rktablel[i +1]}, {i, 0, c}],
Joined - True, PlotStyle » {RGBColor[1l, O, 0]}, PlotRange -» All];
Print["y[", t[c], "1=", rktable1|[c+1]1]]

kde f je funkcia zodpovedajuca diferencidlnej rovnici, h je dizka kroku, ini je hodnota zagiatoénej podmienky a a a b sa

hranice intervalu.

b) Heunova metdda, ktora zodpoveda vol'be koeficientov by = -é, by = —;, ¢y = 1.Jej itera¢na schéma ma tvar

Bk +ky)
Inyl =ty + 1, Yn+1 =Ynt+ % sk = f(tna Yn)a ky = f(tn +h, Yot hky).
V systéme Mathematica naprogramujeme dve procedury, mejoreuler a mejoreulergraf. Tieto vypogitaju
tabul’ku hodnét a poskytni grafické rieSenie pouzitej Heunovej metody:

mejoreuler [f_, h_, ini_,a_, b_] :=
Module [ {yrk, t, y, rktablel, c},
c=(b-a)/h;
yrk[0] = ini;
t[n_] := a+nh;
yrk[n_] ==
Module[{kl, k2},
kl=Ff[t[n-1], yrk[n-117;
k2 = F[t[n-1] +h, yrk[n-1] + hk1];
yrk[n] =yrk[n-1] + (h/2) (k1+k2)];
rktablel = Table[yrk[i], {i, O, Cc}];
Table[{t[i1], rktablel[[i+1]]}, {i, O, c}] // TableForm]
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b-a
mejoreulergraf[f_, h_, ini_, a_, b_] := Module[{yrk, t, y, rktablel, c}, c= T;

yrk[0] = ini; t[n_] =a+nh; yrk[n_] = Module[{kl, k2}, k1= Frt[n-1], yrk[n-1]1;

1
k2 = F[t[n-1] +h, yrk[n-1] + hk1]; yrk[n] =yrk[n-1] + > h (k1+k2)];

rktablel = Table[yrk[i], {i, O, c}]; ListPlot[Table[{t[i], rktablel[i +1]}, {i, O, c}],
Joined - True, PlotStyle » {RGBColor[1, O, 0]}, PlotRange -» All];

Print["y[", t[c], "]="", rktable1|[c+1]]]]

kde f je funkcia zodpovedajuca diferencialnej rovnici, h je dizka kroku, ini je hodnota zagiatoénej podmienky a a a b st
hranice intervalu.

41

Obidve metddy je mozné pouzit’ na najdenie rieSenia zaciato¢nej Glohy y' = -ty + >

dizkou kroku 0.1.

, ¥(0)=1 na intervalu [0,1], s

4t
flt_,y l=-ty+ —;
y

eulermod[f, 0.1, 1, 0, 1]

0 1

0.1 1.015
0.2 1.05783
0.3 1.12286
0.4 1.20303
0.5 1.29151
0.6 1.38258
0.7 1.47185
0.8 1.55615
0.9 1.63337
1. 1.70225

eulermodgraf[f, 0.1, 1, 0, 1]
1.7}
1.6}

1.5}

y[1.]=1.70225
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mejoreuler[f, 0.1, 1, 0, 1]

0 1

0.1 1.015
0.2 1.05749
0.3 1.12202
0.4 1.20169
0.5 1.28977
0.6 1.38058
0.7 1.46972
0.8 1.55398
0.9 1.63123
1. 1.70021

mejoreulergraf[f, 0.1, 1, 0, 1]
1.7}

1.6}

y[1.]=1.70021

V predchadzajucej kapitole 9 - opisujucej jednokrokovu Eulerovu metédu bolo ukézané, ze presné rieSenie
zaciatoénej Ulohy pre ¢ = 1je 1.70187. Preto v tomto pripade riesenia, ktoré ziskame pomocou modifikacie tejto metddy,

st lepsie ako aproximadcia ziskana povodnym postupom. Vypoveda o tom aj rad metody.

Klasicka metéda Runge-Kutta treticho radu s tromi stupiami ma nasledujucu Butcherovu tabul’ku

0 0

Co Cy 0

c3|c3—azp |an | 0
b, by | b3

kde koeficienty itera¢nej schémy musia spliiat’ sustavu rovnic:

b1+b2+b3=l

1
b282+b3C3=

2
1
bz 022 +b3 C32 = 3

I
bycramn = o

Rovnice su zavislé, preto existuje nekone¢ny pocet metdd Runge-Kutta treticho radu. Najpouzivanejsia je metoda:
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0] 0

1 1

2 2 0

1 |-1]21]0
21
6 316
D (ky+4 key+hey)

Jej iteracnd schéma ma tvar ¢, =t,+h, Yy1 =Vu+

k3 =f(tn+h, yn+2hkz—hk1).

) hk,
6 , kde klzf(tmyn)a kZZf(th"'/zayn"'T)a

V systéme Mathematica naprogramujeme dve procediry Runge3 a Runge3graf. Tieto vypocitaji tabulku hodnot
a poskytnu graficku reprezentaciu rieSenia pomocou metédy Runge-Kutta treticho radu:

Runge3 [f_, h_, ini_, a_, b_] :=
Module [ {yrk3, t, rktable3, c},
c=(b-a)/h;
yrk3[0] = ini;
t[in_] :=a+nh;
yrk3[n_] :=
Module[ {k1, k2, k3},
kil = f[t[n-1], yrk3[n-1]11;
k2 = f[t[n-1] + h/2, yrk3[n-1] + (h/2) k1];
k3 = f[t[n-1] + h, yrk3[n-1] -hkl + 2hk2];
yrk3[n] = yrk3[n-1] + h ((1/6) k1 + (2/3) k2 + (1/6) k3)1;
rktable3 = Table[yrk3[i], {i, 0, c}];
Table[{t[i1], rktable3[[i +1]]}, {i, 0, c}] 7/ TableForm]

Runge3graf[f_, h_, ini_,a_, b_] :=

Module[{yrk3, t, rktable3, c}, c = T; yrk3[0] = ini; t[n_] :=a+nh; yrk3[n_] :=
k1

h h
Module[{kl, k2, k3}, k1 = F[t[n-1], yrk3[n-1]7; k2 =f[t[n—1] o yrk3[n-1j +

ki1 2k2 k3
k3 = F[t[n-1] +h, yrk3[n-1] -hkl+2hk2]; yrk3[n] =yrk3[n-1] +h [?+ 3 + ?]]
rktable3 = Table[yrk3[i], {i, O, c}]; ListPlot[Table[{t[i], rktable3[i +1]}, {i, O, c}],
Joined -» True, PlotStyle » {RGBColor[1, O, 0]}, PlotRange -» All];

Print["y[", t[c], "]1=", rktable3|[c+1]]]]

kde f je funkcia zodpovedajuca diferencidlnej rovnici, h je dizka kroku, ini je hodnota zagiato&nej podmienky a a a b sa
hranice intervalu.

Obidve metody sa pouZiju na vyrieSenie zaciatoénej ulohy y'= -ty + ‘;—t, y(0)=1 na intervale [0,1] s dizkou
kroku 0,1.

4t
flt_,y_ l=-ty+ —;
y
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Runge3[f, 0.1, 1, 0, 1]

0 1

0.1 1.01476
0.2 1.05708
0.3 1.12157
0.4 1.20135
0.5 1.28967
0.6 1.38082
0.7 1.47033
0.8 1.55497
0.9 1.63259
1. 1.70187

Runge3graf[f, 0.1, 1, 0, 1]
1.7}
1.6}
1.5}
1.4}
1.3}

1.2}

y[1.]=1.70187

NajcastejSie pouzivana metoda je Runge-Kutta metoda Stvrtého radu, ktora je reprezentovana Butcherovou
tabul’kou:

RN RN R O

o'rl O O |NR O

w'r| OIN'P O
w'erl P o

o'r O

a jej iteracna schéma ma tvar

Vet = Yu+ 8 (K +2Ky +2 K5+ Ky)
Ky =f(tn, yn)
Ko =fltn+ 3, 3+ 5 K1)
Ky=fltn+ 5, 3+ 5 K2)
Ky= f(p+h, yp+hKs3)
th.aa=th+h.

Znovu v systéme Mathematica naprogramujeme procediry Runge4 a Runge4graf . Tieto vypoditaji tabulku
hodnoét a poskytnu graficku reprezentaciu rieSenia pomocou metoédy Runge-Kutta Stvrtého radu:
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Runge4 [f_, h_, ini_, a_, b_] :=
Module [ {yrk4, t, rktable4, c},
c=(b-a)/h;

yrk4[0] = ini;

t[n_] :=a+nh;

yrk4[n_] :=

Module[{k1l, k2, k3, k4},

kil = f[t[n-1], yrk4[n-1]1];

k2 = f[t[n-1] + h/2, yrk4[n-1] + (h/2) k1];
k3 = f[t[n-1] + h/2, yrk4d[n-1] + (h/2) k2];
k4 = f[t[n-1] +h, yrk4d[n-1] + hk3];

yrk4[nj =

yrk4[n-1] +

(h/76) (k1+2k2+2k3+k4)];
rktable4 = Table[yrk4[i], {i, 0, c}];
Table[{t[i], rktable4[[i +1]]}, {i, O, c}] // TableForm]

b-a
Rungedgraf[f_, h_, ini_,a_, b_] := Module[{yrk4, t, rktable4, c}, c = T; yrk4[0] = ini;

t[n_] :=a+nh; yrk4[n_] := Module[{kl, k2, k3, k4}, k1 = f[t[n-1], yrkd[n-11];
h k1 k2]_

2
1
k4 = F[t[n-1] +h, yrk4[n-1] + hk3]; yrk4[n] = yrk4[n-1] + g h (k1+2k2+2k3+k4)];

h h h
k2 =f[t[n—1] + E yrk4[n-17 + ]; k3=f[t[n-l] + E yrkd[n-1] +

rktable4 = Table[yrk4[i], {i, O, c}]; ListPlot[Table[{t[i], rktable4[i + 1]}, {i, O, c}],
Joined - True, PlotStyle » {RGBColor[1, O, 0]}, PlotRange -» All];

Print["y[", t[c], "]1="", rktable4|[c+1]]]]

kde f je funkcia zodpovedajuca diferencialnej rovnici, h je dizka kroku, ini je hodnota zagiatoénej podmienky a a a b st
hranice intervalu.

Obidve metddy pouzijeme na najdenie rieSenia zacCiatocnej ulohy y'=—¢y + %, y(0)=I na intervale [0,1], s
dizkou kroku 0,1.

4t
flt_,y_l=-ty+ —;
y

Runge4[f, 0.1, 1, 0, 1]

0 1

0.1 1.01482
0.2 1.05718
0.3 1.1217
0.4 1.20149
0.5 1.28981
0.6 1.38093
0.7 1.47042
0.8 1.55503
0.9 1.63261
1. 1.70187

Runge4graf([f, 0.1, 1, 0, 1]
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0.2 0.4 0.6 0.8 1
y[1.]-1.70187

Priklad 1.

=32ty

Pouzime metodu Runge-Kutta Stvrtého radu na ndjdenie rieSenia zaciatocnej ulohy y' = ERTT y(1)=2, na
y

intervale [1,2] s krokom h=0.1.
RieSenie
Definujme funkciu zodpovedajicu pravej strane rovnice v zadanej zaciatocnej ulohe a pouzime pripravené
procedury na najdenie riesenia.
y2-3t2-2ty
flft_,y ]i=——
t2+2ty

Runge4[f, 0.1, 2, 1, 2]

1 2

1.1 1.93191
1.2 1.84842
1.3 1.75041
1.4 1.63842
1.5 1.5127
1.6 1.37319
1.7 1.21949
1.8 1.05082
1.9 0.865842
2. 0.662386

Runge4dgraf[f, 0.1, 2, 1, 2]
2
1.8+
1.6+
1.4}

1.2}

1.2 1.4 1.6 1.8 2

y[2.]-0.662386
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Priklad 2.

20 e~100(:=2)
\a

procediiry Runge4 a s krokom dlzky h=0.01. Urobte analyzu grafu a porovnajte ju so zaciatocnou vilohou.

Rieste zaciatocnii ulohu y' =/ y — , ¥(I) = 1. Najdite pribliznu hodnotu riesenia v bode t=3, pouzitim

RieSenie
Pri pokuse o najdenie presného rieSenia zaéiato¢nej Glohy vidime, Ze systém Mathematica tito za¢iatoéna tlohu
nedokaze vyriesit:

20 e-100 (t-2)2

DSolve |y ™ [t] = +[y[t] - ——— , y[1] =1}, y[t], t
[yt = e - = R

7T

Solve::ifun:
Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found;
use Reduce for complete solution information. More..
20 ¢-100 (-2+1)2
DSolve |{y [t] = - —————— +\[y[t] , y[1] =1}, y[t], ¢
Vo

Definujme funkciu zodpovedajiicu pravej strane zaciato¢nej ulohy a aplikujeme metodu Runge-Kutta 4. radu

20 e-100 (t-2)2

fle_,y 1:=4fy - =
T

Rungedgraf[f, 0.01, 1, 1, 3]

y[3.]-1.03349

Teraz vyrieSime pomocou rovnakej procediry aj druhti zaciatocnu ulohu.

flE_,y 1:=4/y

Rungedgraf[f, 0.01, 1, 1, 3]
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y[3.]=4.

Grafy sa priblizne zhoduju az do hodnoty ¢ = 2. Potom rieSenie druhej zadiatocnej tlohy za¢ne rychlo divergovat'.
Nahly pokles v grafe rieSenia prvej zaciatocnej ulohy je sposobeny impulzom z pravej strany rovnice, ktory zmeni
spravanie rieSeni tejto rovnice. Impulz mozeme nakreslit’ nasledovne:

20 @-100 (t-2)2
Plot[—, (t, 1, 4}, PIotRange-»All]

7T

10

1.5 2 2.5 3 3.5 4



