Maple: RieSenie obyCajnych diferencialnych rovnic

Diferencialna rovnica je rovnica, ktora obsahuje derivacie jednej alebo viacerych
neznamych funkcii. Riesit' diferencialnu rovnicu znamena najst’ taku funkciu (alebo
kazdu taku funkciu), ktora vyhovuje danej diferencialnej rovnici. Mnohé zo
zakladnych zakonov fyziky, chémie, biolégie a ekonomie sa daju formulovat ako
diferencialne rovnice. Diferencialne rovnice su cCasto klasifikované podla radu.
Radom diferencialnej rovnice je rad najvysSej derivacie, ktora sa v danej rovnici
nachadza. Obyc¢ajna diferencialna rovnica (ODR) je diferencialna rovnica, v ktorej
vystupuje neznama funkcia jednej premenne;j. V tejto kapitole sa budeme zaoberat
iba ODR prvého a druhého radu.

VSeobecné rieSenie ODR prvého radu

Budeme rieSit nasledujucu ODR prvého radu

Y _2xy, y(0)=2 (1)

dx

Ide o pomerne jednoduchu rovnicu, ale postup pri jej rieSeni nam umozni ilustrovat,
ako postupovat pri hlfadani rieSenia fubovolnej ODR pomocou systému Maple.
VSimnime si, Ze rovnica (1) je zaCiatocna podmienka. Znamena, ze sa snazime najst
exaktné rieSenie vyhovujuce zaciato¢nej podmienke, v nasom pripade y(0) = 2: teda
hodnota y pre x = 0 je 2. Problém sa najprv pokusime vyrieSit bez ohlfadu na
zacCiatoCnu podmienku a ziskame vSeobecné rieSenie diferencialnej rovnice. Pred
tym, ako zaCneme hfadat rieSenie ODR pomocou systému Maple, si musime
objasnit’ niektoré prikazy a funkcie, ktoré budeme potrebovat. Prikazy na rieSenie
ODR v systéme Maple su uloZené v baliku “DEtools”. DalSie prikazy pre kresbu
rieSeni ODR - integralnych kriviek najdeme v baliku “plots”. prvym krokom preto bude

otvorenie tychto balikov pomocou prikazov:
> with(plots):
> with(DEtools):

Dalsim krokom je vklad - zapis ODR, ktortl chceme vyriesit. Treba si pamétat, ze
funkcia y ma premennu x , a preto je nevyhnutné zapisovat ju ako y(x), aby systém

Maple mohol jednoznacéne rozpoznat zavisle a nezavisle premennu.



Rovnicu (1) oznaCime ako ODE1 pomocou priradovacieho operatora.

» ODE1:=diff(y(x),x)=2*x*y(x);

d
ODE1l = —
dx

y(X)=2 x y(x)

Prikaz na rieSenie ODR je dsolve. Ak nepozname Strukturu niektorého prikazu a jeho

syntax, vzdy mézeme pouzit napoved v subore Maple help jednoducho umiestnenim

otaznika (?) bezprostredne za neznamym prikazom a stlaenim klavesu Enter.

Budeme teraz riesit rovnicu (1) a pokusime sa ziskat jej vSeobecné rieSenie.

> dsolve(ODE1,y(x));

y(x)= C1 e*

VSeobecné rieSenie rovnice (1) obsahuje znak “C1”, €o je zapis, ktorym systém

Maple reprezentuje lubovolnu konStantu. V komplikovanejSich pripadoch sa tato

konStanta méze nachadzat zapisana na konci vyrazu, ku ktorému sa vztahuje.

Mbzeme tiez nakreslit integralne krivky, ktoré su grafmi vSeobecného rieenia.

Smerové pole

nasledujuceho prikazu.

integralnych  kriviek

rieSenia

rovnice (1)

ziskame pouzitim

> dfieldplot(ODE1,y(x),x=-2..2,y=-2..2,color=blue,scaling=constrained,

> dirgrid=[40,40]);
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Prvym parametrom v zatvorkach je diferencialna rovnica ODE1. Druhym parametrom

je nazov neznamej

funkcie s uvedenou premennou Yy(X).

Tretim a Stvrtym



parametrom su hrani¢né hodnoty pre nezavisle a zavisle premenné: x = -2 .. 2,
y =-2 .. 2. Ostatné parametre su volitelné atributy vlastnej kresby a mézu byt aj
vynechané, systém ich nahradi implicitne nastavenymi hodnotami. Pri kresbe
smerového pola je vhodné pouzivat vZdy nastavenie “scaling = constrained”, pretoze
v opacnom pripade mdze kresba pbsobit’ zavadzajuco, vzhfadom na réznu mierku na

suradnicovych osiach x a y, ktora spésobi deformaciu smerovych Ciar.
Partikularne rieSenie ODR prvého radu

Vezmeme do uvahy zaciatoCnu podmienku a pomocou systému Maple najdeme
partikularne rieSenie vyhovujuce tejto podmienke. RieSenie ODR s danou
zaciatocnou podmienkou tiez vykonava prikaz dsolve. Pouzijeme teda podmienku

uvedenu v rovnici (1) a zapiSeme ju do prikazu.
> dsolve({ODE1,y(0)=2},y(x));
y(x) = 2 e

Ak chceme nakreslit integralnu krivku partikularneho rieSenia, pouZijeme prikaz
DEplot. Nakresli smerové pole a partikularne rieSenie vyhovujuce danej zaCiatoCnej

podmienke.

> DEplot(ODE1,y(x),-2..2,[y(0)=2],linecolor=magenta,color=blue, > arrows=LINE);
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Ak si nezeldame kresbu smerového pola spolu s partikularnym rieSenim, v prikaze

DEplot pouzijeme volbu “arrows=NONE”.



RieSenie ODR druhého radu

Budeme rieSit’ nasledujucu homogénnu diferencialnu rovnicu druhého radu

s konstantnymi koeficientmi
y '+ 2y" + 10y =0.

Tato rovnica je homogénna, pretoze vSetky vyrazy, ktoré obsahuju neznamu funkciu
y a jej derivacie vystupuju na lavej strane rovnice a prava strana rovnice je nula.
ZapiSeme danu rovnicu v systéme Maple. Balik prikazov “DEtools” a “plots” budeme
potrebovat aj pri rieSeni ODR druhého radu, preto zacneme podobne, ako v pripade
ODR prvého radu.

> eq1 := diff(y(t),t,t) + 2*diff(y(t),t) + 10*y(t) = O;

d? d
eql = (—2y(t)) +2(—y(t)+10y(t)=0
dt dt

Spomenme si, ze diff(y(t),t,t) dava druhu derivaciu funkcie y(t). Na rieSenie
diferencialnej rovnice opat pouZijeme prikaz dsolve. Prvym argument je dana
diferencialna rovnica (eq1) a druhym je hladana neznama funkcia (y(t)). Prikaz
dsolve vrati rieSenie v tvare “unknown variable = solution”. Ak chceme zobrazit’ iba
samotné rieSenie, bez jeho priradeného nazvu, pouZzijeme prikaz rhs a zobrazi a len

pravi strana prikazového riadku. RieSenie je ulozené v premennej “sol1”.
> sol1 := rhs(dsolve(eq1,y(t)));
soll := C1 e sin(3t) + C2 e cos(3t)

Oznacenia “ C1” a“ C2” predstavuju zapis lubovolnych konstant v systéme Maple.
RieSenie ODR druhého radu so zaciatoénymi podmienkami

Dalsim krokom bude rieSenie ODR druhého radu s danymi zagiatoénymi
podmienkami. Kazda ODR druhého radu bude mat dve zaciatocné podmienky.
VyrieSime pévodnu rovnicu s nasledujucimi zaCiato€nymi podmienkami:

y” +2y+10y =0; y(0) = 3; y'(0) = -5:

Pouzijeme prikaz dsolve a uvedieme v hom zaciato¢né podmienky podobne, ako pri

rieSeni ODR prvého radu. Vysledok uloZime do premennej sol2.



> s0l2 := rhs(dsolve({eq1,y(0)=3,D(y)(0)=-5},y(1)));
sol2 := -(2/3)e™ sin(3t) + 3 e cos(3t)
Ziskané presné rieSenie mdzeme opat nakreslit, aby sme lepSie pochopili, aky
priebeh ma ziskané rieSenie rovnice. PouZijeme znamy prikaz plot a nakreslime graf

funkcie sol2.
> plot(sol2,t=-1..6,labels=["t","y"]);

Nehomogénne ODR druhého radu so zaciatoCnymi podmienkami

Pozrime sa teraz na to, ako by sme vyriesili obyCajnu nehomogénnu rovnicu druhého

radu so zaciato€nymi podmienkami Uvazujme nasledujucu ulohu:
y” +y+y=tcos(2t); y(0) = 0; y'(0) = 2:

Najprv sa pokusime vyrieSit danu rovnicu bez ohladu na zacCiato¢né podmienky, teda

najdeme jej vSeobecné rieSenie. Novu diferencialnu rovnicu oznaCime eq2.
> eq2 := diff(y(t),t,t) + diff(y(t),t) + y(t) = t"2*cos(2*t);

d? d



eql = (— y(O) + (—y(t) +y(t) = t* cos(2 1)
dt dt

Rovnicu mbzeme opat rieSit pomocou prikazu dsolve. RieSenie oznaCime sol3.
> s0l3 := rhs(dsolve(eq2,y(t)));
sol3 := e sin(V3 t/2) C2 + e cos(V3 t/2) C1 +
(1/2197 )(338 t? + 832 t - 1212) sin(2 t) + (1/2197) cos(2 t) (336 - 507 t* + 1118t)

Toto rieSenie je uz zlozZitejSie, v doésledku nehomogenity danej rovnice, teda vplyvom
nenulového vyrazu nachadzajuceho sa na pravej strane rovnice. VyrieSime aj ulohu
so zacCiatoCnymi podmienkami. Opat pouzijeme znamy prikaz dsolve a rieSenie

oznacime sol4.

> sol4 := rhs(dsolve(feq2,y(0)=0,D(y)(0)=2g,y(1)));
sol4 := (3688/2197) e '@ sin(V3 t/2) 3 — (336/2197) e cos(V3 t/2) C1 +
(1/2197) (338 t? + 832 t - 1212) sin(2 t) + (1/2197) cos(2 t) (336 - 507 t? + 1118 1)

RieSenie je komplikovany vyraz aj pri pouziti zaCiatoCnych podmienok, preto bude
potrebné nakreslit danu integralnu krivku , ak chceme zistit’ podrobnosti o priebehu
rieSenia.

> plot(sol4,t=0..18,labels=["t","y"]);
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