Maple: Derivacie a kritické body
Uvod

Vieme, Ze systém Maple dokaze celkom jednoducho vykonavat symbolické
algebrické vypocty. Je preto idealnym softvérom rieSenim na vykonavanie
symbolickych vypoctov diferencialneho poctu. V tejto kapitole ukazeme, ako sa da
systém Maple pouzit' pri hfadani derivacie funkcie, ur€ovani kritickych bodov funkcie,
ak existuju, a pomdct pri klasifikacii kritickych bodov funkcie.

Vypocet derivacie funkcie
Definujme funkciu f ako
> f = x"3*(x*2-1);
3 2
fi=x (x = 1)
Derivaciu funkcie vypocCitame pomocou prikazu diff. Viac o prikaze diff a o jeho
korektnom pouziti sa mézZzeme dozvediet v napovede - Maple help, ktora je sucastou

systému. Pri hfadani prikazu v subore Maple help file staCi napisat’ otaznik ihned

(bez medzere) za danym prikazom a stlacenim klavesu Enter. Napriklad:

> ?2diff
Odozva sa objavi v novom okne, kde je uvedeny spravny zapis prikazu spolu
s niekolkymi prikladmi jeho pouzitia.

Prikaz diff ma niekolko parametrov, pomocou tychto sa identifikuje funkcia, ktord ma
systém derivovat a tiez sa Specifikuje premenna, vzhladom na ktoru sa ma dana
funkcia derivovat. Ak chceme derivovat funkciu f, ktora bola vysSie definovana,

vzhladom na premennu x, prikaz zapiSeme v tvare
> diff(f,x);
2 2 4
3x (x —1)+2x
Druhu derivaciu funkcie f mézeme vypocitat dvoma spdsobmi. Prvou moznostou je
priradit meno, napr. g, prvej derivacii funkcii, ktora je vystupom prikazu diff(g,x), ako
ukazuje nasledujuci priklad;
> g:=diff(f,x);
2 2 4
g=3x (x —1)+2x



> diff(g,x);
2
6x(x —1)+14x
Druhou moznostou je priamy vypoCet druhej derivacie funkcie prikazom systému
Maple, ktory najde druhu derivaciu funkcie f tak, ze ju dvakrat derivuje.
> diff(f,x,x);
2 3
6x(x —1)+14x
Vypocditat mdézeme derivaciu flubovolného radu. Prikaz systému Maple pre vypocet 4-
tej derivacie je nasledujuci:
> diff(f,x$4);
120 x

Porovnanim vystupu s vystupom prikazu diff(f,x,x,x,x); sa presved€ime, ze vysledok
je rovnaky. Pouzitie zapisu x$4 je rychlejSie, pretoze vyZaduje zapis mensieho poctu
znakov, a tento zapis je aj syntakticky vyhodnejsi, pretoze sa v hom da jednoducho
zmenit' pozadovany rad vypocCitavanej derivacie.

Systém Maple jednoducho vypocita aj derivacie funkcii viac premennych. V tomto
pripade je velmi délezité presne Specifikovat premennu, vzhladom na ktord sa ma

dana funkcia derivovat.
> h = 3"y 2% (x"2-4%y);
2 2
h:=3xy (x —4Yy)

> diff(h,x);

2 2 2 2

3y (x —4y)t6x y

> diff(h,y);

2 2
6xy(x —4y)-12xy

Vypocet kritickych bodov funkcie

Kritickym bodom funkcie je bod z oboru, v ktorom funkcia nie je diferencovatelna. To
znamena, ze spad grafu funkcie v danom bode ma hodnotu nula. Pred vypo&tom
kritickych bodov funkcie je vyhodné nakreslit’ graf funkcie, aby sme mohli priblizne
odhadnut hodnoty pripadnych kritickych bodov. Pouzijeme funkciu f, ktora bola

definovana v predchadzajucej Casti



> f = xA3*(x"2-1);
3 2
fi=x (x = 1)
Kresbu grafu funkcie v systéme Maple zabezpelime prikazom plot. Prikaz ma dva
parametre: na prvom mieste je uvedena funkcia, ktorej graf chceme nakreslit, druhy

parameter je interval pre premennu funkcie, nad ktorym bude graf danej funkcie

nakresleny. Kresba grafu funkcie f na intervale [-1, +1] definujeme nasledovne:

> plot(f,x=-1..1);
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Obrazok 1: Graf funkcie y = x (x — 1) na intervale medzi -1 a +1.

Z grafu funkcie odhadneme, Ze existuju tri body, v ktorych by bola dotyCnica grafu
rovnobezna so suradnicovou 0sou X:

1. Bod v intervale (-1, 0), ktory je v okoli bodu x = -0.75.
2. Bod x=0.
3. Bod v intervale (0, 1), ktory je v okoli bodu x = 0.75.
Ak chceme presne vypocitat’ kritické body, derivujeme funkciu a potom najdeme
rieSenie rovnice, v ktorej sa hodnota derivacie rovna nule. Derivacii funkcie f
priradime oznacenie df

> df := diff(f,x);

2 2 4
df =3x(x-1)+2x
RieSenim rovnice, v ktorej sa df rovna nule, pomocou prikazu solve dostaneme

hladané kritické body. Systém Maple implicitne zapiSe hodnoty kritickych bodov ako



zlomky. Ak chceme vysledok skonvertovat do tvaru desatinného Cisla, mézeme

pouzit prikaz evalf:
> cp := evalf(solve(df=0,x));
cp:=0., 0., 0.7745966692, —0.7745966692

Systém Maple udava Styri kritické body ako rieSenie rovnice, je vSak zrejmé, Ze dva
Z nich su zhodné, je to zaciatok suradnicovej sustavy. V kazdom z tychto bodov
vypocitame hodnotu funkcie f. Oznacenie cp sa vztahuje na vSetky Styri hodnoty
vypocitané systémom Maple, pricom kazdé jednotlivé rieSenie sa da ziskat pouZzitim
hranatych zatvoriek, t.j. cp[1] vrati hodnotu prvého kritického bodu v rieSeni

oznacenom spolocnym nazvom cp, t.j. 0.

> evalf( subs(x=cp[1], f) );

-0

Suradnice kritického bodu na grafe funkcie su (0, 0). cp[2] udava ten isty vysledok,
nebudeme ho teda v dalSom uvazZovat. Kritické hodnoty funkcie v bodoch cp[3] a
cp[4] vypocCitame podobnym spdsobom.

> evalf( subs(x=cp[3],f) );

-0.1859032006

> evalf( subs(x=cp[4],f) );
0.1859032006

Suradnice dalSich dvoch kritickych bodov na grafe funkcie su

(0.7745966692, —0.1859032006) a (-0.7745966692, 0.1859032006).
Potrebujeme zistit, €i sa v danych kritickych bodoch nachadza lokalne maximum,
lokalne minimum, alebo inflexny bod funkcie. Na to potrebujeme najst’ druhu
derivaciu funkcie, a ak existuje, urcit' jej hodnotu v kritickych bodoch.

Ak je funkcia f dvakrat diferencovatelna v okoli bodu x, v ktorom je " (x) = 0, potom

. ak f " (x) <0, funkcia f ma v bode x lokalne maximum,
. ak f " (x) > 0, funkcia f ma v bode x lokalne minimum,
. ak f " (x) =0, bod x m6ze (ale nemusi byt) inflexnym bodom funkcie.

Ak saf " (x) = 0, potom je potrebné vyhodnotit, aké hodnoty nadobuda funkcia f"'(x)
v blizkom okoli kritického bodu, teda v jeho lavom a v pravom okoli. Ak maju tieto

hodnoty opacné znamienka, analyzovany bod je inflexnym bodom funkcie.



Potrebujeme teda vypoditat druhu derivaciu funkcie f a potom urcit jej hodnotu

v kazdom z kritickych bodov.
> d2f := diff(df,x);
d2f := 6x(x2— 1)+ 14 x3
-4.647580014
Vypocitame druhu derivaciu v kritickom bode cp[1], t.j. x = 0.

> evalf(subs(x=cp[1],d2f));
0.
Potrebujeme teda zistit hodnotu druhej derivacie funkcie f"* v dvoch bodoch z okolia
bodu x = 0. Zvolime si body x = -0.15 a x = +0.15.

> evalf(subs(x=0.15,d2f));

-0.832500
> evalf(subs(x=-0.15,d2f));

0.832500

Pretoze znamienka tychto dvoch hodnét su rézne, bod x = 0 je inflexnym bodom
funkcie. Vypocitame hodnotu druhej derivacie funkcie v kritickom bode cp[3], t.j. v
bode x = 0.7745966692.

> evalf(subs(x=cp[3],d2f));
4.647580014

Hodnota druhej derivacie je kladna, preto v kritickom bode x = 0.7745966692 funkcia
nadobuda svoje lokalne minimum. Napokon ur¢ime hodnotu druhej derivacie funkcie
v kritickom bode cp[4], t.j. x = =0.7745966692.

> evalf(subs(x=cp[4],d2f));
-4.647580014

Hodnota druhej derivacie je zaporna, v kritickom bode x = -0.7745966692 funkcia
nadobuda lokalne maximum. Urcili sme tak vSetky kritické body danej funkcie.



