Diskrétne rozdelenia pravdepodobnosti

Diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti pozname vtedy, ak pre vSetky mozné hod-

noty nahodnej premennej  {X;,X,,...X,,...; urime pravdepodobnosti

P(X =x)=p(x;), pricom Zp(xi)zl. Ak je mnozina vietkych moznych hodnét

konecnd, rozdelenie pravdepodobnosti mézeme vyjadrit vo forme tabulky, kde
prvy riadok st hodnoty tejto premennej a v druhom riadku ich odpovedajtce prav-

depodobnosti.

Rovnomerné (diskrétne) rozdelenie

Nahodna premennd X ma rovnomerné rozdelenie s parametrom n, ked pre jej

pravdepodobnostnll funkciu p(x) plati:

l e X=12 n
p(x)=P(X =x)={n "

0 inde

Tato ndhodni premennt prirad'ujeme ndhodnému pokusu, ktory ma konecny pocet
n rovnako moznych vysledkov.

Uvedené rozdelenie pravdepodobnosti p(x) mozno definovat’ aj pomocou na-

sledovnej tabul’ky:

X 1 2 n

p(X) 1/n I/n I/n

Stredna hodnota a rozptyl ndhodnej premennej X sa rovna:



E(X) =3 % - POg) =t

i=1

n? -1
12

D(X)=>"(% —EX)F - py) = E(X*) = [ECOF =

i=1

Alternativne rozdelenie

Najjednoduchsim typom diskrétneho rozdelenia pravdepodobnosti je alternativne
rozdelenie. Alternativne rozdelenie sa pouziva v pripade sledovania vyskytu urci-
tej ndhodnej udalosti.

Kvantifikaciu neciselnych vysledkov pokusu prevedieme tym spdésobom, Ze na-

hodnej premennej priradime hodnotu 1 s pravdepodobnostou p, ak pri ndhodnom
pokuse nastala sledovana udalost A a hodnotu 0 s pravdepodobnostou 1-p, ak

sledovana udalost’ nenastala.

Rozdelenie pravdepodobnosti A(p) je potom dané tabul’kou hodndt p(x) :

X 0 1
P(X) 1-p p

Pre strednu hodnotu a rozptyl ndhodnej premenne;j s alternativnym rozdelenim pla-

ti:

2
E(X) =Y %p(x)=0-(1-p)+1-p=p

i=1

2
D(X) = (x —E(X))* - p(;) =p(1- p)

i=1



Binomické rozdelenie

Uvazujme sériu n nezavislych pokusov, za tych istych podmienok. Pri kazdom z
nich méze sledovana udalost’ A nastat’ s rovnakou pravdepodobnostou p a nena-

stat’ s pravdepodobnostou 1- p. Pravdepodobnost’ udalosti A, pri 'ubovol'nom po-

kuse, nezavisi od vysledku predchadzajicich pokusov. Ndhodnéd premenna X, kto-
rd udava, kolkokrat udalost’ A pri n-ndsobnom opakovani pokusu nastala, moze

nadobudat’ niektort hodnotu z mnoziny {0,1,2....,n}. Rozdelenie pravdepodobnosti
tejto premennej X sa nazyva binomické rozdelenie pravdepodobnosti, oznacujeme
ho X ~ Bi(n,p) a je uréené pravdepodobnostnou funkciou p(x):
p(X)=P(X =X) = [nj p*(1-p)"™ x=0,1,2,...,n
X

Stredna hodnota a rozptyl ndhodnej premennej X ~ Bi(n, p) sa rovna:

E(X)=_%p(x)=np

i=1

D(X) =Y (x —E(X)F px)=np(i-p)
i=0

Rozdelenie suc¢tu nezavislych nahodnych premennych



Nech nadhodné premenné X,....,X, st vzdjomne nezavisl€, priCom premenna X
méa rozdelenie typu Bi(n;,p) (j=12,....,k), potom nahodnd premenna

k K
X :ZXJ ma rozdelenie B{an,p}.

j= j=1

Poznamka. Ak nahodné premenné X; (i=1,2,...,n) maju alternativne rozdelenie

n
A(p)a st vzajomne nezavislé, potom ndhodna premennd X = in ma binomické
i=1

rozdelenie B;(n, p). Alternativne rozdelenie je vlastne Specidlnym pripadom bino-

mického rozdelenia pravdepodobnosti s parametrom n=1.

Priklady rozdelenia pravdepodobnosti B;(n, p)
Néhodna premennd X ma binomické rozdelenie, ak hodnoty predstavuju napr.

— pocet chybnych vyrobkov zistenych vo vybere n vyrobkov vyrabanych urci-

tym strojom za stalych podmienok,

pocet chybnych vyrobkov zistenych vo vybere n vyrobkov z danej davky, pri

ktorom vyrobok do nej vraciame

pocet pripadov, v ktorych sa prejavila ucinnost’ podaného pripravku skusa-

ného na n objektoch

pocet pripadov, v ktorych doba vyrobnej operacie prekrocila ur¢ent hodno-

tu, za predpokladu, ze bola evidovana doba n vyrobnych operécii.

Relativne binomické rozdelenie



Nech ndhodna premenna X ma rozdelenie B;(n,p), priCom parameter p je prav-
depodobnost’ sledovanej udalosti A. Ndhodna premenna % ma relativne binomic-

ké rozdelenie pravdepodobnosti a predstavuje relativnu pocetnost’ udalosti A.

Stredna hodnota a rozptyl tejto premennej sa rovna

Poznamka. Stredna hodnota relativnej pocetnosti nahodnej udalosti A sa teda rov-
na jej pravdepodobnosti. Uvedend ndhodna premennd tvori zaklad tzv. p-

regulacnych diagramov, ktor¢ sa pouzivaju v Statistickom riadeni kvality.

Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti

Ak vychadzame zo situdcie opisanej v binomickom rozdeleni a predpokladame, Ze

pravdepodobnost’ ndhodnej udalosti A je mala (P(A)<0,1) a n>30, pouzivame na-

miesto binomického rozdelenia Poissonovo rozdelenie s parametrom A, ktoré

oznacujeme Po(4). Toto rozdelenie za uvedenych podmienok dobre aproximuje

binomické rozdelenie.

Pravdepodobnostna funkcia p(x) Poissonovho rozdelenie je definovana vzta-

hom

et 1
X!

p(x)=P(X =x) = X=01....n,...
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a vyjadruje pravdepodobnost’, ze v sérii vel'kého poctu nezavislych pokusov n,
udalost’ A nastane prave X-krat, za predpokladu, Ze pravdepodobnost’ v jednom po-

kuse P(A) =% je vel'mi mald. Hodnoty funkcie p(x) st pre praktické ucely tabelo-

vaneé.

Strednd hodnota a rozptyl ndhodnej premennej X sa rovna

E(X)zZX-e"Yz/l
x=0 '

D(X) = —AYetl=2
(X) ;(x e

Teda parameter A Poissonovho rozdelenia predstavuje stredni hodnotu prislusne;j

nahodnej premennej X.

Pre rozdelenie P,(1), >0 vzdy plati, ze E(X)=D(X).

Poznamka. Rovnost’ medzi uvedenymi charakteristikami sa ¢asto vyuziva v praxi,
pri rieSeni otazky, €i je spravna hypotéza (tvrdenie) o tom, Ze ndhodn4 premenna
ma Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti. Niekedy sa toto rozdelenie nazyva

rozdelenie vyskytu zriedkavych udalosti.

Priklady Poissonovho rozdelenia pravdepodobnosti



Nahodna premenna X mé Poissonovo rozdelenie, ak hodnoty predstavuju napri-

klad

— pocet tazkych dopravnych nehdd v urc¢itom meste za den,

— pocet smrtel'nych pracovnych urazov v nejakom rezorte za rok,

— pocet telefonnych vyziev na uréitom pristroji v danom ¢asovom intervale,
— pocet chyb na zvare pri nedestruktivnej skuske,

— pocet bublin na ploche danej vel’kosti na odliatku,

— pocet trhlin na 1km kébla a pod.

Poznamka. Kazda udalost’, ktora sa vyskytuje na jednotke plochy (¢asu, objemu a

pod.) sa zvicsa dobre aproximuje rozdelenim P, (1)

Poznamka. Pre dostato¢ne vel'ké n a dostatoéne malé p mozeme binomické roz-
delenie aproximovat’ rozdelenim Poissonovym. Pre n>30 a p<0,1 sa dopustime
chyby mensej ako1072.

Hypergeometrickeé rozdelenie

Néahodna premenna X ma hypergeometrické rozdelenie, ak jej funkcia rozdelenia

pravdepodobnosti ma tvar

)
x ) n=x
p(x) =P(X =X) :T,X = max{O,M —N+ n},...,min{M,n}
)
kde N, M, n st prirodzené ¢isla, pre ktoré plati 1<n<N, 1<M <N. Oznacujeme

ho X ~H(N,M,n).
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Hypergeometrické rozdelenie predstavuje nasledujuca modelova situacia: Ma-
me kone¢ni mnozinu N jednotiek, z ktorych M ma urcitu vlastnost’ V. Z tejto
mnoziny vyberieme ndhodne, naraz alebo postupne, bez vracania, n jednotiek. Na-
hodna premenna X, ktora predstavuje pocet X jednotiek z n vybranych jednotiek,

ktoré maju vlastnost’ V, ma hypergeometrické rozdelenie.

Pre strednti hodnotu tohto rozdelenia a rozptyl ndhodnej premennej plati

M
E(X)=n-

D(X):nM(l—MjN il
N N-1

Poznamka. Da sa dokazat’, ze pre malé hodnoty % < 0,1 mozno hypergeometrické

rozdelenie aproximovat’ binomickym rozdelenim s parametrami na p = N

Poznémka. Z porovnania charakteristik binomického a hypergeometrického rozde-

lenia mo6zme usudit’, Ze nastava ich zhoda v pripade, ze pocet prvkov N v subore

N—-n

je oproti poc¢tu vybranych prvkov n vel'mi velky . Potom podiel N sa pribliz-

ne rovna 1.



