Nahodny vektor

V praxi velakrat nestaci popisovat’ vysledok experimentu len pomocou jednej premennej,
ale je nutné uvazovat vidsi pocet premennych (napriklad zistujeme diZku, hrabku
a hmotnost’ nejakej suciastky ). Teda na Studovanych objektoch zistujeme sucasne

hodnoty niekol'kych ndhodnych premennych X, X,,..., X, ktoré spolu logicky stvisia.
Moézeme ich povazovat za zlozky n»-rozmerného ndhodného vektora (X . . & )T
alebo n-rozmernej ndhodnej premennej (X Xy X, ) )

V tomto pripade existuju tri typy rozdeleni: zdruzené, margindlne a podmienené.

Uvedené typy budeme prezentovat’ na dvojrozmernej ndhodnej premenne;.

Definicia dvojrozmerného rozdelenia

ZdruZené rozdelenie

Nech (X Y ) je dvojrozmernd ndhodnd premennd, potom jej rozdelenie definujeme

pomocou zdruzenej (dvojrozmernej) distribucnej funkcie
F(x,y)=P(X<x,Y<y),

ktora udava pravdepodobnost’ sti¢asného nastatia dvoch udalosti {X < x} a {¥ < y}.

Vlastnosti zdruzenej distribucnej funkcie

0< F(x,y)<1 pre 'ubovolné redlne Cislax a y

F(—0,y)=F(x,—®©)=F(-0,—w)=IlimF(x,y)=0
Y-

F(wo,0)=IlimF(x,y)=1
y—0

P(xl <X <x, ) <Y£yz)zF(xz,yz)—F(xz,yl)—F(xl,y2)+F(xl,y1)



F(x,y) je neklesajuca funkcia vzhl'adom k obidvom premennym

Marginalne rozdelenia

Marginalna distribucna funkcia, ktorG odvodime zo zdruZenej distribucnej funkcie

F(x,y),je definovana pre ndhodnu premenni X vztahom
Fl(x)zP(XSx)zP(XSx,YSoo):F(x,oo)
a pre ndhodnu premennu Y

Fy(y)=P(Y<y)=PX <o0,Y<y)=F(0,y)
kde

F(x,0)=IlimF(x,y)a F(wo,y)=1IlimF(x,y)
y—>0 X—0©

Podmienené rozdelenia

Podmienend distribu¢né funkcia ndhodnej premennej X, za podmienky, Ze pre ndhodnt

premennt Y plati Y =y, je definovana vztahom
F(x|y)=P(X < x|Y = y)

a podmienend distribucna funkcia ndhodnej premennej Y, za podmienky, ze nahodna

premennd X =x, je vSeobecne definovana vzt'ahom

F(y|x):P(Y < y|X = x)



Spojité a diskrétne rozdelenie dvojrozmernej nahodnej premennej

Diskrétne zdruZené rozdelenie
Zdruzena pravdepodobnostna funkcia

Dvojrozmernd néhodnd premenna (X,Y) ma diskrétne zdruzené rozdelenie
pravdepodobnosti, ak nadobuda hodnoty (x,y,) (i=1,2,...,m, j=1,2,.,n) s

kladnymi pravdepodobnost’ami
by = p(xi,yj)z PX =x,Y = y_,.)

pre ktoré plati

m n

22 p; =1

i=1 j=1

Funkcia sa nazyva zdruzena pravdepodobnostna funkcia.
Diskrétne dvojrozmerné rozdelenie mozno vyjadrit’ aj vo forme dvojrozmernej tabul'ky

alebo grafu.
Zdruzena distribucna funkcia

Zdruzend distribu¢nd funkcia ( tiez distribu¢nd funkcia dvojrozmernej nahodnej

premenne;j) je definovana vztahom

F(x,y)= Y ZPX=x.Y=y)

X;<x y;<y

Diskrétne marginalne rozdelenia

Rozdelenie jednej zlozky X resp. Y dvojrozmernej nahodnej premennej (X,Y), ktoré

ziskame z jej zdruzeného rozdelenia pravdepodobnosti definovaného v (3.11) a (3.12)

nazyvame marginalne (okrajové) rozdelenie pravdepodobnosti.
Marginalna pravdepodobnostna funkcia

Marginalnu pravdepodobnostnt funkciu premennej X resp. Y dostaneme z (3.11)



Die = ]ilpij :jillp(xi’yj): iP(X :xi’Y:yj)

j=1
P.; :gpij :gp(xi’yj)zip(szi’Y:yj)

Marginalnou pravdepodobnostnou funkciou je definované rozdelenie nahodnej
premenne] X , (prvej zlozky dvojrozmernej nahodnej premennej) resp.rozdelenie

nahodnej premenne;j Y.
Marginalna distribucna funkcia

Distribu¢éné funkcie, prislusné uvedenym margindlnym rozdeleniam pravdepodobnosti,

su dané vzt'ahmi

E(x)= Zpinz Zn:p(x,-,y,-)= Zn:P(X=x[,Y=yj)

x;<x x;<x j=l1 ’ x;<x j=1

Fv= 3 p= 3 $plon)= 3 $Px=xv=y)

ijy yl-éy[=1 yjéy i=1

Margindlnou distribu¢nou funkciou je definované rozdelenie ndhodnej premennej X,
(prvej zlozky dvojrozmernej ndhodnej premennej) a marginalnou distribu¢nou funkciou
resp.rozdelenie nahodnej premennej Y (druhej zlozky dvojrozmernej nahodnej

premenne;j).

Diskrétne podmienené rozdelenia

Z dvojrozmernej diskrétnej nahodnej premennej (X,Y ), ktord nadobuda hodnoty
(x,y;) (i=1,2,..,m, j=1,2,..,n) s kladnymi pravdepodobnostami mozno ziskat’
podmienené rozdelenia.

Podmienené pravdepodobnostné funkcie

Podmienend pravdepodobnostna funkcia ndhodnej premennej X za podmienky, ze

nahodna premenna Y nadobudla hodnotu y; , je definovana vztahom



Plx=xv=y) Px=xY=y) p,

p(xl‘y ) = m
a podmienena pravdepodobnostna funkcia nahodnej premennej Y ,za podmienky, Ze

nahodnd premenné X nadobudla hodnotu x,, je definovana vztahom

Px=x,v=y,) Px=xY=y) p,

A== Sp(x=x,r=y) P
J=1

Podmienené distribucné funkcie

Podmienend distribu¢nd funkcia nahodnej premennej X za podmienky, ze ndhodna

premennd ¥ nadobudla hodnotu y; , je definovana vztahom

ZP(X:xi’Y:yj) gplj

E(x‘yj)zxéxp(x"‘yj): i'z;lp(X:x[,Y=y_,~) ) Pej

i=1

a podmienend distribu¢na funkcia nahodnej premennej Y ,za podmienky, Ze ndhodna

premenna X nadobudla hodnotu x;,, je definovana vztahom

ZP(X:xi’Y:yj) ZP,-,»

Fz(y|xi): 2 P(yj|x,«)= L _ sy
x;<x ZP( = xl_’Y = yj) p_j
j=1

Spojité zdruZené rozdelenie

Dvojrozmernd ndhodnd premenna (X,Y) ma spojité zdruzené rozdelenie
pravdepodobnosti, ak existuje nezaporna realna funkcia dvoch premennych f(x,y)

taka, ze pre kazdé redlne x a y sa d4 dvojrozmerna distribu¢na funkcia vyjadrit’ v tvare

F(xy)=P(X<xY<y)=] ]f(xy)dwdy, (1.47)

—00 —00



pri¢om plati, Ze

F(o0,0) = limF(x,y) = P(X <o0,Y < 0) = J' j F(x,y)dxdy =1

X—>0 e
y—>®
2
f(x,y)= % pre vSetky (x, y) kde existuje derivacia
xXoy

X2 Vo
P(x, <X <x,y<Y<y,)= .[ If(x’y)dXdy

XN

Funkcia f(x,y) sanazyva zdruzend funkcia hustoty.

Spojité marginilne rozdelenia
Marginalne hustoty

Marginalne hustoty rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X resp. Y st

definované vzt'ahmi
K= [ fx Ry resp. fi(v)= ] f(xyhx

Marginalne distribucné funkcie

Marginalne distribu¢né funkcie ndhodnej premennej X resp. Y su definované vztahmi

Fx = Lhoote=§( T o

R = § = 1 Tronm o

—00 \ —o0

Poznamka. Ak je znadma zdruZena distribu¢na funkcia F(x,y) resp. zdruzend hustota
pravdepodobnosti f(x, y), vieme vzdy najst’ marginalne distribu¢né funkcie F(x), F>(»)

aj margindlne hustoty f£(x), f>(»). Opacné tvrdenie neplati.



Spojité podmienené rozdelenia
Nech (X,Y) je spojitda dvojrozmernd nahodnd premennd so zdruzenou hustotou

pravdepodobnosti f(x, y) a margindlnymi hustotami f;(x), f,(y). Potom rozdelenie
jednej premennej, za predpokladu, Ze druhd premenna nadobudla konkrétnu hodnotu sa

nazyva podmienené rozdelenie.
Podmienena hustota pravdepodobnosti

Podmienend hustota pravdepodobnosti ﬁ(x| y) premennej X, za podmienky, ze Y =y, je

dana vztahom

f(x,y)
1 =L 5 0
A (xly) v pre  fy(y)>

a podmienena hustota pravdepodobnosti fz(y|x) premennej Y ,za podmienky, Ze X =x,

je dana vztahom

_f(xy)

1) fi(x)

pre f(x)>0.

Zdruzenu funkciu hustoty f(x,y) mozZeme potom vyjadrit ako sucin marginalnej

hustoty f,(x) resp. f,(y) s podmienenou hustotou f2(y|x) resp. fl(x|y), t.]

f(xv)= L(0)fay)= fix)f,(x)

Podmienena distribucnad funkcia

Podmienend distribu¢na funkcia Fl(x| y) premennej X, za podmienky, ze Y =y, je dana

vztahom



Podmienend distribucna funkcia Fz(y|x) premennej Y ,za podmienky, Ze X =x, je dana

vztahom

1/(x, v )dy

DO]{T) pre fi(X)>0

F,(yix) =

Nezavislost’ dvoch nahodnych premennych

Nech (X,Y) je dvojrozmerna ndhodna premennd, ktorej zdruzena distribu¢na funkcia je
F(x,y)=P(X <x,Y <y) a marginalne distribu¢né funkcie st F(x)=P(X <x) a
F,(y)=P(Y <y). Nezavislost dvoch nahodnych premennych budeme definovat
pomocou nezavislosti dvoch udalosti {X < x} a {Y < y}, pre 'ubovolné realne ¢isla x, y.
Nezavislost nahodnych premennych X a Y

Néhodné premenné X a Y st nezavislé vtedy a len vtedy, ked” pre 'ubovolné redlne Cisla

x, y plati:
P(X<x,Y<y)=P(X<x)-P(Y<Vy)
t. J.
F(x,y)=F(x)-F(y)

Diskrétne nahodné premenné X a Y
Pre diskrétnu dvojrozmerni ndhodnt premennu (X, Y), ktord nadobuda hodnoty (x,,y;)
(i=1,2,....,m, j=1,2,...,n) s kladnymi pravdepodobnostami P(X =x,Y = yj), sa da

dokazat, Ze jej zlozky su nezavislé vtedy a len vtedy, ked’” pre 'ubovol'né realne Cisla x, y

plati

L XP(X=xY=y)=2P(X=x) 2 PY=y,)

X;<x y;<y x;<x y;<y



¢o je ekvivalentné s tym, Ze zdruzend pravdepodobnostna funkcia sa da vyjadrit ako sucin

marginalnych t. j. pre (xi’yj) (i=1,2,...,m, j=1,2,..,n)plati
PX=x,Y=y)=P(X=x)P(Y=y,)

Poznamka. Daji odvodit’ ekvivalentné vzt'ahy pre nezavislost’:

pldy)=pi(x) a px)= pa(y).

Spojité nahodné premenné X a ¥

Pre spojiti  dvojrozmernit nahodnu premenni (X,Y) so zdruzenou hustotou
pravdepodobnosti f(x,y), margindlnymi hustotami f,(x) resp. f>(y) a podmienenymi
hustotami pravdepodobnosti fl(x|y) resp. fz(y|x), sa da dokazat, Ze jej zlozky X a Y su

nezavislé vtedy a len vtedy, ked’ pre l'ubovol'né redlne ¢isla x, y plati

f(x.y)=fix) £)

¢o je ekvivalentné so vzt'ahmi

A6y)=s0x) a2 Abx)=fity)

Charakteristiky dvojrozmerného nahodného vektora

Nech ndhodné premenné X a Y, ktoré s zlozkami ndhodného vektora (x,Y)T, maja

stredné hodnoty E(X)=u,, E(Y)=u, arozptyly D(X ) =0, D(Y)=0".

Vektor strednych hodnét

Vektor strednych hodnot ndhodného vektora (X, Y )" je definovany ako vektor:

R= ()



Stredna hodnota a rozptyl funkcie nahodného vektora

Nech funkcia ndhodného vektora (x,Y)" je h(X,Y), &o je jednorozmernd nahodni

premenna.

Diskreétny nahodny vektor

Pre diskrétny nidhodny vektor (X,Y)T, ktory nadobuda hodnoty (x;,y D (i=1,2,.,m,
j=1,2,..,n) s kladnymi pravdepodobnost’ami p(xl., yj)=P(X =x,Y = yj) je stredna

hodnota premennej h(X,Y)

E(h(X,Y))=3 S h(x,y,)p(%,¥,)

i=1j=1

a rozptyl premennej h(X,Y)

D(h(X,Y))= £ 31 (x,y, )p(x, v, )~ EX(h(X,Y))

Spojity nahodny vektor

Pre spojity nahodny vektor (X,¥)! ,so zdruzenou hustotou pravdepodobnosti f(x, y), je

strednd hodnota premennej h( X,Y )

E(h(X,Y))= | Th(x,y)f(x, y)dxdy

—00 —00

a rozptyl premennej h(X,Y)

D(h(X.Y))= [ [W(x.y)f(x y)dxdy— E*(h(X.Y))

—00 —00



Podmienené stredné hodnoty

Stredna hodnota podmieneného rozdelenia sa nazyva podmienena stredna hodnota.
Diskrétny nahodny vektor

Pre diskrétny nahodny vektor (X,Y)", ktory nadobuda hodnoty (x;,y D (i=1,2,..,m,
j=12,..,n) s kladnymi pravdepodobnostami plx,y,)=P(X =x,.Y =y,), je podmienend

stredna hodnota premennej X, za podmienky Y =y, rovna

E<X‘Y = y_/>= zjlx[p(xi‘y_/)
a podmienena stredna hodnota premennej Y za podmienky X = x;

E(r]x =)= 2y, plyfx)

Spojity nahodny vektor

Pre spojity nahodny vektor (X,Y)", so zdruzenou hustotou pravdepodobnosti f(x,y), je

podmienend strednd hodnota premennej X , za podmienky ¥ = y rovna
E(xly)= B(X]Y = y)= [x/i(dy)ax

a podmienend strednd hodnota premennej ¥ za podmienky, 7e X = x
E(v]x)= E(Y]X = x)= j[;y £ (v]x)dy

Poznamka. Strednd hodnota (3.47) podmieneného rozdelenia premennej X zavisi

od podmienky  (hodnoty premennej Y) a je teda jej funkciou
E (X | y) =F (X |Y = y) = g,(y). Tato funkcia sa nazyva regresna funkcia premennej X

vzhl'adom k Y a ukazuje priebeh zavislosti X od Y . Podobne je definovana zavislost’ Y



od X ako  regresna  funkcia  premennej Y  vzhladom k X, t. ]

E(Y]x)= E(Y]X = x)= g,(x).

Pozndmka. Ak st premenné X a Y nezavislé, tak E(x] |y):E(X ) a E(Yx)= E().

Podmienené rozptyly

Rozptyl podmieneného rozdelenia sa nazyva podmieneny rozptyl.

Diskrétny nahodny vektor

Pre diskrétny nahodny vektor (X,Y)", ktory nadobida hodnoty (x;,y,) (i=1,2,..m,
j=1,2,.,n) s kladnymi pravdepodobnost’ami p(xl.,yj): P( =x,Y = yj) je
podmieneny rozptyl premennej X za podmienky Y = y;

D(X‘Y = yj.): f[xi _E(X‘Y = yj)]zp(xi‘yj)

i=1

a podmieneny rozptyl premennej Y za podmienky X = x;

D(Y|X = xi): Z[yj _E(Y|X = xi)]zp(yj|xi)

J=1

Spojity nahodny vektor
Pre spojity ndhodny vektor (X,Y)" so zdruZenou hustotou pravdepodobnosti f(x,y),
podmienenymi hustotami fl(x|y) a f2(y|x) je podmieneny rozptyl premennej X za

podmienky Y =y

D(X[y)= Dx]Y = y)= [lx—E(x|¥ ] A () s

a podmieneny rozptyl premennej Y ,za podmienky, Zze X = x



D(Y}x)= lr|x = x)= [y ~ E(|X ] £ (fe) @y

Poznamka. Analogicky ako podmienend strednd hodnota aj podmieneny rozptyl
premennej X je funkciou hodnoty premennej Y t. j. D(X | y): D(X |Y = y): d,(y).

Tato funkcia sa nazyva skedastickd a jej tvar charakterizuje menlivost’ rozptylu

premennej X v zavislosti od hodnot y . Podobne je definovand zavislost’ podmieneného

rozptylu premennej ¥ od hodnot premennej X, t. j. D(Y |x) = D(Y |X = x) =d(x).

Poznamka. Dolezit ulohu v tedrii pravdepodobnosti a v Statistike hraju rozdelenia,
ktorych podmienené rozptyly nezavisia od podmienky, t. j. maju konStantna skedastisku
funkciu. Takéto rozdelenia sa nazyvaju homoskedastické. V opacnom pripade ide o
heteroskedastickeé rozdelenia.
Kovariancia
Kovariancia je miera linearnej zéavislosti dvoch ndhodnych premennych X a Y
definovana vztahom

cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X) E(Y)

Kovariancia nadobuda hodnoty z intervalu (-, «).

Korela¢ny koeficient
Korelaény koeficient je miera linearnej zavislosti (korelacnej) dvoch nahodnych

premennych X a Y definovand vztahom

p(X, Y) _ cov(X, Y)
0,0,

kde

o.=D(X), o, =yD(Y).

Viastnosti korelacného koeficienta:



— p nadobuda hodnoty z intervalu [-1, 1];
— ak p=1, ide o priamu line4rnu (t. j. funkéna) zévislost’;
— ak p=-1 ide o nepriamu linedrnu (t. j. funként) zavislost’;

— ak p=0 vieme vo vSeobecnosti povedat’ iba to, Ze ndhodné premenné st nekorelované

Poznamka. Pre nezavislé ndhodné premenné X a Y plati vzdy, ze p(X Y ) = 0. Opacné
tvrdenie neplati vSeobecne. Len v pripade dvojrozmerného norméalneho rozdelenia
nahodného vektora (X,Y)" plati, ze: p(X,Y)=0 vtedy a len vtedy, ak si ndhodné
premenné X aY nezavisle.

Kovarianéna matica

Kovarianéna matica ndhodného vektora (X,Y)" je definovana takto:

kde
o, (=0, ) je kovariancia medzi zlozkami ndhodného vektora;
0_2

X

, o, surozptyly jednotlivych zloziek ndhodného vektora.

Korela¢na matica

Korela¢na matica ndhodného vektora (X,Y)" je definovana takto:

kde

Py (= p,,) je korelatny koeficient medzi zlozkami nahodneho vektora.



Vlastnosti strednych hodnot a rozptylov

Nech a,b,c,k;, i=1,2,..,n st redlne ¢isla (konStanty) a nech X, X;, i=1,2,...,n su spojité

nahodné premenné, potom plati:
E(aX +b)=aE(X)+b;
D(aX +b)=a’D(X);

D(x)= E(x*)- [}

n n

E(k X, +k,X, +..+k X )=YkE(X);
i=l1

D(k X, + kX, +...+k, X, ) = X k2D(X,)+ 3 X kk cov(X,, X, );
z | |

i=1 j=1
D(X, £ X,)=D(X,)+ D(X,)*+2-cov(X,, X,).

Ked okrem vyssie uvedenych predpokladov st nahodné premenné X,,X,,.., X, aj

nezavislé, potom plati:

D(kX, + kX, +...+k X )= >k*D(X)).
i=1



Rozdelenie viacrozmernej nahodnej premennej

ZdruzZené rozdelenie
Zdruzena distribucna funkcia
Zdruzend distribu¢nd funkcia ( tiez distribu¢nd funkcia viacrozmernej nahodnej

premennej) je definovana vztahom

F(x,x),..,x,)= P(X1 <x,X,<x,.,X, < xn)

Tato funkcia vyjadruje pravdepodobnost’ sti¢asného nastatia n udalosti uvedenych na

pravej strane rovnosti.

Zdruzena funkcia hustoty

Zdruzend funkcia hustoty (nazyvana tiez funkcia hustoty viacrozmernej nahodnej

premennej) f(x,x,,...,x,) je funkcia, pre ktoru plati

x| X,

F(x, %, nX,)= | || f(x. %00 x, )dx, dx,...dx,

—00 —00 —00

Marginalne rozdelenia
Marginalna distribucna funkcia nahodnej premennej X ;
Rozdelenie jednej premennej X,, ktoré ziskame zo zdruZeného rozdelenia ndhodného

vektora (X, X,,.., X,)", sa nazyva margindine rozdelenie. Marginalna distribu¢na funkcia

pre X; (i=1,2,..,n) je definovana vztahom
F(x)=PX, <o0,..,X,<x,..,X, <o0)=

= [ .. [ Jf(x,x,,..,x,)dx, dx,..dx,

—o0 —



Marginalna funkcia hustoty nahodnej premennej X,

Margindlnu hustotu premennej X, vypocitame tak, ze funkciu f(x,,x,,...,x,)

1

integrujeme cez vSetky premenn€, okrem x;, na ich prisluSnych defini¢nych oboroch.

Vzajomna nezavislost’ zloZiek nahodného vektora

Majme teraz n-rozmerny nahodny vektor (X, X,,.., X, ). Pre ndhodny vektor s viac ako

dvomi zlozkami, mozno okrem nezavislosti dvojic, definovat’ aj vzdjomnu nezavislost’.

Nahodné premenné X, X,..., X, su vzdjomne nezavislé vtedy a len vtedy, ak plati:

S, %0, 00x,) = [i(x ) (%) [ (X,)
¢o je ekvivalentné s tym, ze
F(x,%),...x,) = F(x)F\(x,)..F,(x,)

kde

fi(x;) resp. F.(x;,) su marginalne funkcie hustoty resp. marginalne distribucné funkcie

nahodnych premennych (meranych veli¢in) X;, (i=1,2,..,n).

Kovarianéna matica

Kovarianéna matica nahodného vektora (X XX, )T =X" je

O Op Oy,
y 05 0_.22 Oy
O-nl 0-112 Gnn

kde



o, = COV(X 1X ; ) i,j=12,..,n, i# j su kovariancie medzi zlozkami nidhodného
vektora;
o, = COV(X X l.) =0/, i=1,2,..,n sa rozptyly jednotlivych zloziek nahodného
vektora.
Kovarian¢na matica je Stvorcova a symetricka matica. Ked’ st zlozky nahodného vektora
po dvoch nezavislé alebo aspoi nekorelované, potom kovarianéna matica je diagonalna
tj. nediagonalne prvky su rovné 0. Ak naviac, rozptyly vSetkych premennych X;
(i=1,2,...,n) sa rovnaké, t.j. D(xl.): o’ (i=12,..,n), potom kovarianéna matica
nahodného vektora (X Xy X, )T =X" matvar X =0°E, kde E je jednotkova matica,

t. j. diagonalne prvky st rovné 1 a nediagonalne st rovné 0.

Charakteristiky linearnych foriem

Nech &, i=1,2,..,n su redlne Cisla, z ktorych aspon jedno, je rézne od nuly, t. j.

>k} >0, potom ndhodna premennd

i=1
X =3kX,
i=l1

je linearnou formou ndhodnych premennych X, (i=1,2,...n).

Oznalme stredni hodnotu nahodnej premennej X, ako ,, jej rozptyl of a
kovarianciu ndhodnych premennych X,, X; ako o; .

Strednd hodnota premennej X
E(X)=3hu;
a jej rozptyl

D(X)=3Yk}c}+3 Y kk o,
i=1 i=1 j=1
i#]



alebo pri pouziti korelaénych koeficientov

D(X)=Ykic:+3 Skk,o,0,p,
i=1 i=1 j=I
i#]

Ked’ rozptyly nahodnych premennych X, X,,..., X, surovnaké, t. .

D(X,)=0?, i=12..n,

potom dostaneme

D(X)=c>Yk?+3 Y kk,o,
i=1 i=1 j=1 ;
i#]

alebo

D(X)=0% Sk +3 Skk,p,
i=1 i1 j=1
i#]

V pripade, Ze ndhodné premenné X,,X,,...,X, su po dvoch nezavislé alebo aspoii

nekorelované, zjednodusia sa vzorce na tvar
D(X)=Yk0o’
(X)=3ko,
iz

Majme d’alej dve linearne formy

Y=31X, XI[>>0

i=1 i=1
vyssie uvedenych ndhodnych premennych X, X,,..., X, . Ich kovariancia je
o(X,Y)=YSklol+3Ykl,o,
i=1

i=1j=1
i#]



alebo v ekvivalentnom vyjadreni

o(X,Y)= ikiliaiz +i ikiljo-io-jpij
i1 i=1 j=1
ij

Ked maju premenné X,,X,,.., X, rovnaké rozptyly o7 =0, =...=0, =0~
kovariancia je
o(X,Y)=0’Y kil +¥ Ykl 0,
i=1

i=1j=1
i#j

alebo

o(X,Y)=0% Skl +3 S kip,
i=1 i=1 j=1 ‘
%]

Pre nekorelované ndhodné premenné X, X,,..., X, sa vzorce redukujl na tvar

o(X,Y)=0"Skl
i=1

Z charakteristik jednej a dvoch linearnych foriem lahko odvodime charakteristiky

n rozmerného nahodného vektora Y =(Y,Y,,...Y,)", ktorého prvky su linearnymi
formami prvkov iného, n-rozmerného nahodného vektora X = (X, X,,.... X, )", t.].
Y=kX +k,X,+..+k,X,
Y=k, X +k, X, +...+k, X,

Y =k, X, +k,X,+...+k, X,

Yk2>0,i=12,..n

J=1



Tento systém linedrnych foriem mozno zapisat’ v maticovom tvare takto

Yl kll klz In Xl
I I R R
Yn knl kn2 knn Xn

Ked vektor X ma vektor strednych hodndt py = (g4, 44,...,4,)" a kovarianénu

maticu Xy, potom vektor Y ma vektor strednych hodnot

Ry = A By
a kovarian¢ntl maticu

Y, =AL A"



